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❚❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞✿ ❙♠❛❧❧ ❚✱ s♠❛❧❧ ◆ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦
❡✈✐❞❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♣r✐✈❛t✐③✐♥❣ ♣r♦❜❛t✐♦♥




❘❡❧②✐♥❣ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧s t♦ ❡st✐♠❛t❡ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝ts r❡❝❡♥t❧② ❣❛✐♥❡❞ ♣♦♣✉❧❛r✐t② ✐♥ ❛♣✲
♣❧✐❡❞ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ❡st✐♠❛t♦r ❛r❡ ❤♦✇❡✈❡r
♥♦t s✉✣❝✐❡♥t❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛♥❞ ❡✈❡♥ t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✐♠♣♦s❡ ❛ ❢❛❝t♦r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ r❡✲
q✉✐r❡ ❡✐t❤❡r t❤❡ ♣r❡✲tr❡❛t♠❡♥t ♣❡r✐♦❞ ♦r t❤❡ ♣r❡✲tr❡❛t♠❡♥t ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♥♦r
♣♦♦❧ ❣♦✐♥❣ t♦ ✐♥✜♥✐t② ✭(T0 → ∞) ∨ ((N − N1) → ∞ ∧ T0 → ∞)✮✳ ❙✐♥❝❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢t❡♥
✐❣♥♦r❡ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ✐♥ s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡s✱ ❛ ✏s♠❛❧❧ ❚ s♠❛❧❧ ◆✑ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦
st✉❞② ❝♦✈❡r✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡s ❢r♦♠ ❉✐✛❡r❡♥❝❡s✲✐♥✲❉✐✛❡r❡♥❝❡s s❡✲
t✉♣s✱ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❆❉▲❳ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✉♥✐t r♦♦ts ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠♦❞❡❧s
✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉♥❜✐❛s❡❞✱ t❤❛t ✉♥✐t r♦♦ts
❛r❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ t❤❛t ❛ ♠❛✐♥ ♣❧❛❝❡❜♦ t❡st ❤❛s ❣♦♦❞ s✐③❡ ❛♥❞ ♠❡❞✐♦❝r❡ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝❛✉s❛❧ ❡✛❡❝t ♦❢ ♦✉ts♦✉r❝✐♥❣
♣r♦❜❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛r♦❧❡ s❡r✈✐❝❡s ♦♥ r❡✈♦❦❡ r❛t❡s ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ ●❡r♠❛♥②✳
❘❡s✉❧ts ♣r♦✈✐❞❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❛❣❛✐♥st ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ r❡✈♦❦❡ r❛t❡s ❞✉❡ t♦ ♦✉ts♦✉r❝✐♥❣✳
❑❡②✇♦r❞s✿ ❙②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞✱ ❋✐♥✐t❡ s❛♠♣❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❯♥✐t r♦♦ts✱ Pr♦❜❛t✐♦♥✱ P❛r♦❧❡✱ Pr✐✈❛t✐③❛t✐♦♥
❏❊▲ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ❈✶✸✱ ❈✷✸✱ ❍✶✶✱ ❑✹✵
✯ ●♦❡t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❋r❛♥❦❢✉rt✱ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s ❛♥❞ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝ P♦❧✐❝②✱




❚❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞ ❛s ❛ ❢✉rt❤❡r ❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❉✐✛❡r❡♥❝❡s✲✐♥✲❉✐✛❡r❡♥❝❡s ♠❡t❤♦❞✲
♦❧♦❣② r❡❝❡♥t❧② ❣❛✐♥❡❞ ♣♦♣✉❧❛r✐t② ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ❡✈❛❧✲
✉❛t✐♦♥✳ ■♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❆❜❛❞✐❡ ❛♥❞ ●❛r❞❡❛③❛❜❛❧ ✭✷✵✵✸✮✱ r❡❝❡♥t ❡①❡♠♣❧❛r② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦✈❡r t❤❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ●❡r♠❛♥ r❡✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥ ❲❡st✲●❡r♠❛♥ ●❉P ❜② ❆❜❛❞✐❡✱ ❉✐❛♠♦♥❞
❛♥❞ ❍❛✐♥♠✉❡❧❧❡r ✭✷✵✶✺✮ ♦r ❆r✐③♦♥❛✬s ✷✵✵✼ ▲❡❣❛❧ ❆r✐③♦♥❛ ❲♦r❦❡rs ❆❝t ♦♥ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❍✐s♣❛♥✐❝s
✇✐t❤♦✉t ❝✐t✐③❡♥s❤✐♣ ✐♥ ❆r✐③♦♥❛✬s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❜② ❇♦❤♥✱ ▲♦❢str♦♠ ❛♥❞ ❘❛♣❤❛❡❧ ✭✷✵✶✹✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦✇❛r❞ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞ s❡❡♠ t♦ ❜❡ t✇♦
❝♦♥s✐st❡♥❝② ♣r♦♦❢s✳ ❚❤❡ ✜rst ♣r♦♦❢ s❤♦✇s t❤❛t ✐❢ t❤❡ tr✉❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❛ ❢❛❝t♦r str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♣❡r✲
❢❡❝t ♣r❡✲tr❡❛t♠❡♥t ✜t✱ t❤❡♥ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛s t❤❡ ♣r❡✲tr❡❛t♠❡♥t ♣❡r✐♦❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥✜♥✐t②
(T0 → ∞)✳ ❆❣❛✐♥ ✇♦r❦✐♥❣ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢❛❝t♦r str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦♦❢ s❤♦✇s
t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❧❛① t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣r❡✲tr❡❛t♠❡♥t ✜t ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡
❞♦♥♦r ♣♦♦❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✲tr❡❛t♠❡♥t ♣❡r✐♦❞ t❡♥❞ t♦ ✐♥✜♥✐t② ✭(N −N1) → ∞ ∧ T0 → ∞) ✭s❡❡ ❆❜❛❞✐❡✱
❉✐❛♠♦♥❞ ❛♥❞ ❍❛✐♥♠✉❡❧❧❡r ✷✵✶✵ ❛♥❞ ●♦❜✐❧❧♦♥ ❛♥❞ ▼❛❣♥❛❝ ✷✵✶✺✮✳ ❚♦ ♠② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝
❝♦♥tr♦❧ ❡st✐♠❛t♦r✬s ✜♥✐t❡ s❛♠♣❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛❝❡s ♠❛♥② r❡✲
❝❡♥t ✇♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡rs ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✐♥ s♠❛❧❧ ❚✱ s♠❛❧❧ ◆ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ♦♥ s❤❛❦② ❣r♦✉♥❞s✳✶ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
t❤❡ ✜rst ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ st✉❞②✱ ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛❧❧② s✉♣♣♦rts
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧s ✐♥ s♠❛❧❧ ❚✱ s♠❛❧❧ ◆ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ ❜✉t ✐♥❞✐❝❛t❡s s❡✈❡r❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡♥
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉♥✐t r♦♦ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✳ ❆♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡
st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs t♦ ❛ss❡ss ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ■ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ s✐③❡ ❛♥❞ ♣♦✇❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❧❛❝❡❜♦
t❡st ✇❤✐❝❤ s✉❣❣❡sts ❣♦♦❞ s✐③❡ ❛♥❞ ♠❡❞✐♦❝r❡ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ s♠❛❧❧ ❚✱ s♠❛❧❧ ◆ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳
❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♣r✐✈❛t✐③✐♥❣ ♣r♦❜❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛r♦❧❡
s❡r✈✐❝❡s ✐♥ ●❡r♠❛♥②✳ ❆ ❤♦❧✐st✐❝ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐✈❛t✐③❡❞ ♣r♦❜❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛r♦❧❡ s❡r✈✐❝❡s ✐♥ ❇❛❞❡♥✲
❲✉❡rtt❡♠❜❡r❣ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ▼✐♥✐str② ♦❢ ❏✉st✐❝❡ ❇❛❞❡♥✲❲✉❡rtt❡♠❜❡r❣ ✭✷✵✶✹✮ ❛♥❞ ❉ö❧❧✐♥❣✱
❊♥t♦r❢ ❛♥❞ ❍❡r♠❛♥♥ ✭✷✵✶✹✮✳ ❆s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❉ö❧❧✐♥❣✱ ❊♥t♦r❢ ❛♥❞ ❍❡r♠❛♥♥ ✭✷✵✶✹✮ ❛♥❛❧②③❡❞
t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡✈♦❦❡ r❛t❡s ✭r❛t✐♦ ♦❢ ✉♥s✉❝❝❡ss❢✉❧ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥s t♦ ❛❧❧ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦❜❛t✐♦♥
❛♥❞ ♣❛r♦❧❡✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♣r♦❜❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛r♦❧❡ s❡r✈✐❝❡s✱
❜② ✉s✐♥❣ ♠❛✐♥❧② ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❉✐✛❡r❡♥❝❡s✲✐♥✲❉✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♣♣r♦❛❝❤
✇✐t❤ t✇♦ s❡♣❛r❛t❡ ❛❞✲❤♦❝ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣s✳ ❚♦ r❡❛ss❡s t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢
♦✉ts♦✉r❝✐♥❣ ♦♥ ♣r♦❜❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛r♦❧❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥s t❤✐s ♣❛♣❡r ❛❞❞s ❢✉rt❤❡r ●❡r♠❛♥ st❛t❡s t♦ t❤❡
❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ✉s✐♥❣ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞✳
❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ r❡✈✐❡✇s t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧
❣r♦✉♣ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♥❞ ❡♠♣❤❛s✐③❡s s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s ✐♥ ✐ts st❛t✐st✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ♣r❡s❡♥ts
t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ st✉❞② t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ❡st✐♠❛t♦r
❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ❢r❡q✉❡♥t❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ♣❧❛❝❡❜♦ t❡st ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ ❚✱ s♠❛❧❧ ◆
✶❆ ✈❡r② r❡❝❡♥t ✇♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r ❜② ❳✉ ✭✷✵✶✺✮ ❢r♦♠ ✷✵t❤ ◆♦✈❡♠❜❡r✱ ✷✵✶✺ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥t❡r ❛❧✐❛ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ❡st✐♠❛t♦r t♦ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ❡st✐♠❛t♦r ✐♥ ❛ T0 = 15 ❛♥❞ N = 40 ❢❛❝t♦r ♠♦❞❡❧ s❡tt✐♥❣
❛♥❞ r❡♣♦rts ✉♥❜✐❛s❡❞♥❡ss✱ ❣✐✈❡♥ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♠♠♦♥ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ tr❡❛t❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲tr❡❛t❡❞ ✉♥✐t✳
✷
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ♣r✐✈❛t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛r♦❧❡ s❡r✈✐❝❡s✱ ❛♣♣❧✐❡s t❤❡
s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ s❡✈❡r❛❧ r❡✈♦❦❡ r❛t❡s ✭r❡✈♦❦❡ r❛t❡s ❢♦r ❥✉✈❡♥✐❧❡s✱ ❛❞✉❧ts ♦r r❡✈♦❦❡
r❛t❡s ❞✉❡ t♦ r❡❝✐❞✐✈✐s♠✱ ❡t❝✳✮ ✇✐t❤ ❇❛❞❡♥✲❲✉❡rtt❡♠❜❡r❣ ❛s t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❣r♦✉♣ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠s
s❡✈❡r❛❧ r♦❜✉st♥❡ss ❝❤❡❝❦s✱ ❛❢t❡r ✇❤✐❝❤ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳
✷ ❙②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ♣❧❛❝❡❜♦ t❡sts
■♥ t❤❡✐r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦st ♦❢ ❝♦♥✢✐❝t ❢♦r t❤❡ ❇❛sq✉❡ ❈♦✉♥tr② ❆❜❛❞✐❡ ❛♥❞ ●❛r❞❡❛③❛❜❛❧
✭✷✵✵✸✮ t❛❝❦❧❡❞ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❤❛t t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❛sq✉❡ ❈♦✉♥tr② ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
✇✐t❤♦✉t ❝♦♥✢✐❝t✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❛ ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s✐t✉❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ t✐♠❡ tr❡♥❞
♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✉♥✐t✱ ❆❜❛❞✐❡ ❛♥❞ ●❛r❞❡❛③❛❜❛❧ ✭✷✵✵✸✮ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡
❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❛sq✉❡ ❈♦✉♥tr② ❛s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ♦t❤❡r ❙♣❛♥✐s❤
r❡❣✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❡rr♦r✐s♠✱ ❛♥❞ t❡r♠❡❞ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✏s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧
♠❡t❤♦❞✑✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ❆❜❛❞✐❡ ✭✷✵✶✺✮ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ st❡♣ ❜② st❡♣ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❤♦✇ t♦ ✉s❡ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝
❝♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❙t❛t❛ ♣r♦❣r❛♠ ✏s②♥t❤✑✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❧♦s❡❧②
r❡s❡♠❜❧❡s t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❆❜❛❞✐❡✱ ❉✐❛♠♦♥❞ ❛♥❞ ❍❛✐♥♠✉❡❧❧❡r ✭✷✵✶✵✮✳ ❆ss✉♠❡ ✇❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞
❞❛t❛ ❢♦r N ✉♥✐ts ♦✈❡r T ♣❡r✐♦❞s✳ ❯♥✐t 1 ✇❛s ♥♦t tr❡❛t❡❞ ✉♣ t♦ T0 ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡❞ tr❡❛t♠❡♥t ✐♥ ♣❡r✐♦❞
T0 +1✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ N − 1 ✉♥✐ts ❞✐❞ ♥♦t r❡❝❡✐✈❡ tr❡❛t♠❡♥t✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ✐♥t❡r❡st
✐s t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ❢♦r ✉♥✐t ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❛♥❞ ♣♦st tr❡❛t♠❡♥t ♣❡r✐♦❞ ✭TE1(t)✮ ❞❡✜♥❡❞
❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s ✭Y1,d(t)✮✿
TE1(t) = Y1,1(t)− Y1,0(t), T0 + 1 ≤ t ≤ T. ✭✶✮
❚❤❡ ❝♦r❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣ ✐s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡ ✇✐t❤♦✉t tr❡❛t♠❡♥t
❛t t✐♠❡ t ❢♦r t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ✉♥✐t ❜② ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞♦♥♦r ♣♦♦❧





wjYj(t), T0 + 1 ≤ t ≤ T. ✭✷✮
❚♦ ❛✈♦✐❞ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❆❜❛❞✐❡✱ ❉✐❛♠♦♥❞ ❛♥❞ ❍❛✐♥♠✉❡❧❧❡r ✭✷✵✶✵✮ r❡str✐❝t t❤❡ ✇❡✐❣❤ts t♦ ❧✐❡ ✐♥ t❤❡




wj = 1✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣





wjYj(t) ✇✐t❤♦✉t tr❡❛t♠❡♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ t❤❡ ❞♦♥♦r ♣♦♦❧s ♦❜s❡r✈❡❞
♦✉t❝♦♠❡s {Y2(t), ...., YN(t)}✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ W = [w2, ..., wN ]
′ ❛r❡
❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ k ♣r❡✲✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
♦❢ t❤❡ tr❡❛t❡❞ ✉♥✐t X11, ..., X1k ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ k ♣r❡✲✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❢♦r t❤❡
✸
♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❞♦♥♦r ♣♦♦❧ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ k× (N −1) ♠❛tr✐① X0✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ W
∗ ✐s ❤❡♥❝❡ ❣✐✈❡♥
❜②✿







❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✇❡✐❣❤ts vm ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ m✳
❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡r ♦r ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ sq✉❛r❡❞ ♣r❡✲✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❞✐✛❡r✲
❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉t❝♦♠❡s ❢♦r t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣ ✭s❡❡ ❆❜❛❞✐❡ ✷✵✶✺✮✳ ❚❤❡
♣r❡✲✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛r❡ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ♣r❡✲✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♦✉t❝♦♠❡
♣r❡❞✐❝t♦rs✱ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❧✐❦❡ ❛✈❡r❛❣❡s ♦❢ t❤♦s❡ ❛♥❞ ♣r❡✲✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♦✉t❝♦♠❡s ♦r ❛✈❡r❛❣❡s✳ ❆ss✉♠✐♥❣
st❛❜❧❡ ❞❛t❛✲❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ❢♦r t❤❡ ✉♥✐ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ (Z) ❛♥❞ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡s (U)✱ Yj = gj(Zj, Uj)✱ ✐t s❡❡♠s ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦ ❛t ❧❡❛st ✐♥❝❧✉❞❡ s♦♠❡ ♣r❡✲✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♦✉t✲
❝♦♠❡s s✐♥❝❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts t❤❡♥ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡s Uj ❛♥❞ U1 ❧✐❦❡
❝♦♠♠♦♥ s❤♦❝❦s ✭s❡❡ t❤❡ ❝♦♠♠❡♥t ❜② ❆❜❛❞✐❡✱ ❉✐❛♠♦♥❞ ❛♥❞ ❍❛✐♥♠✉❡❧❧❡r ✷✵✶✺✱ ♣✳ ✹✾✽✮✳ ❚♦ ♠②
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♥♦ ❝♦♥s❡♥s✉s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♣r❡✲✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞
②❡t✳✷ ❚❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ♣❛ss❡❞ ❛ r❡❢❡r❡❡✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥
❆❜❛❞✐❡✱ ❉✐❛♠♦♥❞ ❛♥❞ ❍❛✐♥♠✉❡❧❧❡r ✭✷✵✶✵✮ ❛♥❞ ●♦❜✐❧❧♦♥ ❛♥❞ ▼❛❣♥❛❝ ✭✷✵✶✺✮✳ ❆❜❛❞✐❡✱ ❉✐❛♠♦♥❞
❛♥❞ ❍❛✐♥♠✉❡❧❧❡r ✭✷✵✶✵✮ ❛ss✉♠❡ ❛ ❢❛❝t♦r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♣❡r❢❡❝t ✜t ✐♥ t❤❡ ♣r❡✲✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞
s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❜✐❛s ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❣♦❡s t♦ ③❡r♦ ❛s t❤❡ ♣r❡✲tr❡❛t♠❡♥t ♣❡r✐♦❞





= 0 ✮✳ ●♦❜✐❧❧♦♥ ❛♥❞ ▼❛❣♥❛❝
✭✷✵✶✺✮ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❣✐✈❡♥ ♥♦♥✲♣❡r❢❡❝t ✜t ✐♥ ♣r❡✲✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞✱ t❤❛t ❛❞✲
❞✐t✐♦♥❛❧❧② r❡q✉✐r❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣ t❡♥❞✐♥❣ t♦ ✐♥✜♥✐t② ((N − 1) → ∞)✳ ❋✉rt❤❡r✱ ✐t
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t ❛ss✉♠✐♥❣ ❆❘ ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❜✉t ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧❧② ❤♦♠♦❣❡✲
♥❡♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❆❜❛❞✐❡✱ ❉✐❛♠♦♥❞ ❛♥❞ ❍❛✐♥♠✉❡❧❧❡r ✭✷✵✶✵✮ s❤♦✇ ✉♥❜✐❛s❡❞♥❡ss ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② T0✱
❛ss✉♠✐♥❣ ♣❡r❢❡❝t ♣r❡✲tr❡❛t♠❡♥t ✜t✳✸ ▼❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❢r❡q✉❡♥t❧② ✐♥ ✇♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r st❛t✉s✮ ❧❛❝❦
❛ ♣❡r❢❡❝t ✜t ✐♥ t❤❡ ♣r❡✲✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ♦r ❤❛✈❡ s♠❛❧❧ N ✱ s♠❛❧❧ T ♦r ❡✈❡♥ ❜♦t❤✱ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛❝❡s t❤❡
❛♥❛❧②s✐s ♦♥ s❤❛❦② st❛t✐st✐❝❛❧ ❣r♦✉♥❞s✱ ✐❢ ♦♥❡ ♦♣ts ❢♦r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❧❛✇s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❛r❡ ❤❡t✲
❡r♦❣❡♥❡♦✉s✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs✳ ❚♦ s✉❜st✐t✉t❡ ❢♦r
t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♠❡❛s✉r❡ s❡✈❡r❛❧ ♣❧❛❝❡❜♦ t❡sts ❛r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❆❜❛❞✐❡✱ ❉✐❛♠♦♥❞ ❛♥❞ ❍❛✐♥♠✉❡❧❧❡r ✭✷✵✶✺✮ ♣r❡s❡♥t ♣❧❛❝❡❜♦ t❡sts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥✿
• ❛ r❡❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t t♦ ❛ ♣❡r✐♦❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ tr❡❛t♠❡♥t
• ❡st✐♠❛t✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝ts ❢♦r ♥♦♥✲tr❡❛t❡❞ ✉♥✐ts ❛♥❞ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤♦s❡
✷❏✉st ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss t❤❡r❡ ✐s ❛ ✇♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r ❜② ❑❛✉❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ str♦♥❣ ❝❧❛✐♠ ♥♦t t♦ ✉s❡ ❛❧❧
♣r❡✲✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♦✉t❝♦♠❡s ❛s ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣r❡❞✐❝t♦rs✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛r❣✉♠❡♥t ✐s ♥♦t ✈❡r② ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❞ ✐♥ ♠② ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣
♥♦t ❢✉❧❧② ❛❝❝✉r❛t❡✳ ◆♦ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✳
✸❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ r❡❝❡♥t ✇♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞ ❣✐✈❡♥ ❛ st❛t✐♦♥❛r②
❱❆❘ str✉❝t✉r❡ ❛s ❞❛t❛✲❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ✭♣♦t❡♥t✐❛❧❧② st❛t✐♦♥❛r② ❛❢t❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✲ s❡❡ ❈❛r✈❛❧❤♦✱ ▼❛s✐♥✐✱
▼❡❞❡✐r♦s ✷✵✶✹✮✳ ❚♦ ♠❡ ✐t s❡❡♠s t❤❛t t❤❡② ❞♦ ♥♦t r❡str✐❝t t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ✭t❤❡ W ❡st✐♠❛t♦r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✮
❤❡♥❝❡ ✐t ✐s ♥♦t ❡♥t✐r❡❧② ❝❧❡❛r ✐❢ r❡s✉❧ts ❝❛rr② ♦✈❡r✳ ❚❤❡✐r ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ st✉❞② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ s♠❛❧❧ N ❛♥❞ T = 100✱ ✇❤✐❝❤
✐s ♥♦t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳
✹
tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ❡st✐♠❛t❡s t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ tr❡❛t❡❞ ✉♥✐t
• ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣✳
❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤♦s❡ ♣❧❛❝❡❜♦ t❡sts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✇r♦♥❣❧② ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ✇❤❡♥
t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ♥♦ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ✐s tr✉❡ ✭t②♣❡ ✶ ❡rr♦r❀ s✐③❡✮ ♦r ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t
✇❤❡♥ t❤❡r❡ tr✉❧② ✐s ❛ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ✭✶✲✭t②♣❡ ✷ ❡rr♦r✮❀ ♣♦✇❡r✮ ❛♣♣❡❛rs ✐♥s✉✣❝✐❡♥t❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳
❚❤❡ ♣❧❛❝❡❜♦ t❡st ♦❢ r❡❛ss✐❣♥✐♥❣ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t t♦ ❛ ♣❡r✐♦❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ✐s ♠❛✐♥❧②
❜❛s❡❞ ♦♥ ✈✐s✉❛❧ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r s✐③❡ ❛♥❞ ♣♦✇❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s
✭s❡❡ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❢♦r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❧❛❝❡❜♦ t❡st ✇❤✐❝❤ ❡st✐♠❛t❡s tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝ts ❢♦r
♥♦♥✲tr❡❛t❡❞ ✉♥✐ts ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ r❛♥❦s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❢♦r♠❛❧ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ st✉❞②✳
❚❤❡ t❤✐r❞ ♣❧❛❝❡❜♦ t❡st✿ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❆s t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ❡st✐♠❛t♦r ✐♥ s♠❛❧❧ ❚✱ s♠❛❧❧ ◆ s❡tt✐♥❣s ✐s ❧❛r❣❡❧② ✉♥❦♥♦✇♥ ❛♥❞
t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❧❛❝❡❜♦ t❡sts ❛r❡ ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥
♣❡r❢♦r♠s ❛ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ st✉❞② ✉s✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s t②♣❡s ♦❢ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ N ❛♥❞
s♠❛❧❧ T0 ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② r❡❞✉❝❡ s❝❡♣t✐❝✐s♠ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
✸ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ st✉❞②
❚❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ st✉❞② ❝❛♥ ❜❡ ❜r♦❦❡♥ ❞♦✇♥ ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡r♥s
❛r❡ ✉♥❜✐❛s❡❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ❛♥❞ ✐ts r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r ✭❘▼❙❊✮✳ ❚❤♦s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♥♦r ♣♦♦❧ (N − 1)✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲tr❡❛t♠❡♥t
♣❡r✐♦❞ (T0)✱ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t str❡♥❣t❤ ❛❝r♦ss ✜✈❡ ❞❛t❛
❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ✭❉●P✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ❛tt❡♠♣ts t♦ s❤❡❞ s♦♠❡ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s✐③❡ ❛♥❞
♣♦✇❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦st s②st❡♠❛t✐❝ ♣❧❛❝❡❜♦ t❡st✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ tr❡❛t♠❡♥t
❡✛❡❝ts ♦❢ ♥♦♥✲tr❡❛t❡❞ ✉♥✐ts ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ tr❡❛t♠❡♥t ❛♥❞ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ tr❡❛t♠❡♥t
❡✛❡❝t ❡st✐♠❛t❡s t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❛t❡❞ ✉♥✐t✳ ❖♥❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ❡st✐♠❛t❡
♦❢ t❤❡ tr❡❛t❡❞ ✉♥✐t ✐s ❤✐❣❤❡r ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡r♠s t❤❛♥ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲
tr❡❛t❡❞ ✉♥✐t✳ ■♥ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ♣❧❛❝❡❜♦ t❡st ✇♦r❦s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❋✐rst✱ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ✐s ❡st✐♠❛t❡❞
❜② t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ❡st✐♠❛t♦r ❢♦r ✉♥✐t t✇♦ ✭✇❤✐❝❤ ❞✐❞ ♥♦t r❡❝❡✐✈❡ tr❡❛t♠❡♥t✮ ✇✐t❤ ✉♥✐t ♦♥❡✱
t❤r❡❡ ✉♣ t♦ ✉♥✐t N ✐♥ t❤❡ ❞♦♥♦r ♣♦♦❧✳ ❚❤❡♥ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦rs
✭❘▼❙P❊✮ ✐♥ t❤❡ ♣♦st✲ ❛♥❞ ♣r❡✲tr❡❛t♠❡♥t ♣❡r✐♦❞ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ s❛✈❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❢♦r ❛❧❧ N
✉♥✐ts✳ ❚❤❡♥ t❤❡ N ✉♥✐ts ❛r❡ r❛♥❦❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❘▼❙P❊ r❛t✐♦ ✭s❡❡ t❤❡ r❛♥❦ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥
❛♣♣❡♥❞✐① ✶✮✳ ■❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇♦r❦❡❞ ✇❡❧❧✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❘▼❙P❊
✐s ❣r❡❛t❡r ❢♦r t❤❡ tr❡❛t❡❞ ✉♥✐t t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ✉♥tr❡❛t❡❞ ✉♥✐ts✱ ✐✳❡✳ t❤❛t t❤❡ tr❡❛t❡❞ ✉♥✐t ✐s r❛♥❦❡❞
✜rst✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❛t✐♦ ❢♦r t❤❡ tr❡❛t❡❞ ✉♥✐t ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡ ✐❢ t❤❡ ♣r❡✲✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥
✜t ✐s ❣♦♦❞ ❛♥❞ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ✐s s✐③❡❛❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t❧② ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❋♦r t❤❡ ♥♦♥✲tr❡❛t❡❞ ✉♥✐ts
✺
❛ ❧❛r❣❡ r❛t✐♦ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ s♣✉r✐♦✉s❧② ✏❢♦✉♥❞✑ ❛ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t✳✹ ❚❤❡
▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ st✉❞② ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ▼❛t❧❛❜ ✉s✐♥❣ ❝♦❞❡ ❢♦r t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦✈✐❞❡❞
❜② ❍❛✐♥♠✉❡❧❧❡r✳✺ ❚❤❡ ❝♦❞❡ ✇❛s s❧✐❣❤t❧② ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r N > T0 ✉s✐♥❣ ▼❛t❧❛❜s q✉❛❞r❛t✐❝
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ r♦✉t✐♥❡✳ ❚❤❡ ♣r❡✲✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ t❤❡ ♣r❡✲tr❡❛t♠❡♥t
♦✉t❝♦♠❡s ✭X1 = [Y11, ..., Y1T0 ]✮✳
✸✳✶ ❉❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s
❚❤❡ s❡❝t✐♦♥ ❜❡❧♦✇ ❧✐sts t❤❡ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♣✉r❡
♠♦❞❡❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s t❤❡ ❡rr♦r t❡r♠s ǫit ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞ ❝r♦ss s❡❝✲
t✐♦♥❛❧ ✉♥✐ts✳ ❚❤❡ ♣r❡✲tr❡❛t♠❡♥t ♣❡r✐♦❞ ✐s ❤❛❧❢ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣❡r✐♦❞ ✭T0 = T/2✮✳
✐✮ ❉✐✛❡r❡♥❝❡s✲✐♥✲❉✐✛❡r❡♥❝❡s✿ ❚❤❡ ✜rst ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❛❞❞✐✲
t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s ❢r❡q✉❡♥t❧② ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ ❉✐✛❡r❡♥❝❡✲✐♥✲❉✐✛❡r❡♥❝❡ s❡t✉♣s✳ ❚❤❡
❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
yit = αi + γt + δDit + σǫit ✭✹✮
✇✐t❤ Dit = I[i = 1] · I[t > T0]✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❉●P ✐s ❛ ❢❛❝t♦r ♠♦❞❡❧ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ t❤❡♦r② s✉❣❣❡sts
❝♦♥s✐st❡♥t ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r T0 → ∞✳ ❋♦r ✜①❡❞ T0 t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
s♣❡❝✐✜❝ ❡✛❡❝ts αi ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ t✐♠❡ s❤♦❝❦s γt ❛r❡ ❞r❛✇s ❢r♦♠ ❛ ♣s❡✉❞♦ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r ❣❡♥❡r✲
❛t♦r ✐♠✐t❛t✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ (0, 1)✳ ǫit ✐s ❛ ❞r❛✇ ❢r♦♠ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
✐✐✮ ❙t❛t✐♦♥❛r② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❆❉▲❳✿ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ st❛✲
t✐♦♥❛r② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❆❉▲❳ ♠♦❞❡❧✳ ❊❛❝❤ ✉♥✐t ❤❛s ✐ts ♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣
♣r♦❝❡ss ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
yit = αiyi,t−1 + βixit + γt + θi + δDit + σǫit ✭✺✮
✇✐t❤ Dit = I[i = 1] · I[t > T0] ❛♥❞ αi ∈ (0, 1)∀i ✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧② αi✱ βi✱ θi ❛♥❞ γt ❛r❡ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❛
✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ (0, 1)✱ ✇❤❡r❡❛s ǫit ❛♥❞ xit ❛r❡ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞r❛✇ ❢r♦♠ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭yi0 ∼ N(0, 1)✮✳
✐✐✐✮ ◆♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❆❉▲❳✿ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
❛ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❆❉▲❳ ♠♦❞❡❧✳ ❊❛❝❤ ✉♥✐t ❤❛s ✐ts ♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛
✹❆s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❡ ♣❧❛❝❡❜♦ t❡st ✐s ♥♦t ❛ ✇♦♥❞❡r ✇❡❛♣♦♥✳ ■t ✐s ♥♦t ✐♥❞✐❝❛t✐✈❡ ♦❢ ❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t❡s✳ ❘❡s✉❧ts ♥♦t
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐♥❞✐❝❛t❡ ✇❡❛❦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ t❤❡ tr❡❛t❡❞ ✉♥✐t ❛♥❞ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❜✐❛s ❛s ✇❡❧❧
❛s s✐♠✐❧❛r ❜✐❛s ❣✐✈❡♥ t❤❡ tr❡❛t❡❞ ❛tt❛✐♥s t❤❡ ❤✐❣❤❡st r❛♥❦ ❛♥❞ t❤❡ ❜✐❛s ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦❢ t❤❡ tr❡❛t❡❞ r❛♥❦✳
✺❤tt♣✿✴✴✇❡❜✳st❛♥❢♦r❞✳❡❞✉✴⑦❥❤❛✐♥✴s②♥t❤♣❛❣❡✳❤t♠❧ ❧❛st ❛❝❝❡ss❡❞ ✼t❤✳ ❙❡♣t✱ ✷✵✶✺✳ ❚❤❡ ❝♦❞❡ ❤❛s ♥♦ ♦♣t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✇❡✐❣❤ts vm ✐♥ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✸✮✳ ❚❤❡② s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ sq✉❛r❡❞ ♣r❡✲✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ ♦✉t❝♦♠❡s ❢♦r t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣✳
✻
❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
yit = yi,t−1 + βixit + γt + θi + δDit + σǫit ✭✻✮
✇✐t❤ Dit = I[i = 1] · I[t > T0] ✳ ❚❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s βi✱ θi ❛♥❞ γt ❛r❡ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❛ ✉♥✐❢♦r♠
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ (0, 1) ❛♥❞ ǫit ❛♥❞ xit ❛r❡ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss
✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞r❛✇ ❢r♦♠ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭yi0 ∼ N(0, 1)✮✳
✐✈✮ ❘❛♥❞♦♠ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠♦❞❡❧✿ ❚❤❡ ❢♦✉rt❤ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ r❛♥❞♦♠
❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠♦❞❡❧✿
yit = βitxit + δDit + σǫit ✭✼✮
✇✐t❤ Dit = I[i = 1] · I[t > T0] ❛♥❞ βit ❜❡✐♥❣ ❛ s❡r✐❛❧❧② ❛♥❞ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r βit ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② βit = .5βi,t−1 + β̄ + νit✳ β̄ ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ✜✈❡
❞r❛✇s ❢r♦♠ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ (0, 1)✳ βit ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞r❛✇ ❢r♦♠ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭βi,0 ∼ N(0, 1)✮✳ νit, ǫit, xit ❛r❡ ❞r❛✇s ❢r♦♠ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
✈✮ ❲❤✐t❡ ♥♦✐s❡✿ ❚❤❡ ✜❢t❤ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❛ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡
♣r♦❝❡ss ❣✐✈❡♥ ❜②✿
yit = σǫit + δDit ✭✽✮
✇✐t❤ Dit = I[i = 1] · I[t > T0] ❛♥❞ ǫit ❜❡✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧✳
❚❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ♠❛② ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤❡ ❲❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ♣r♦❝❡ss δ/σ✮✳ ❋✉rt❤❡r✱ ✐t s❡❡♠s ♣❧❛✉s✐❜❧❡ t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡










❚❤❡ ♠❛✐♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛r❡✿
❍✶✿ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ✉♥❜✐❛s❡❞ ❛❝r♦ss s❡t✉♣s✳
❍✷✿ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ❘▼❙❊ ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ T0 ❛♥❞ N ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡rr♦r ✈❛r✐❛♥❝❡✳
❍✸✿ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛❝❡❜♦ t❡st ✐s 1/N ✳
❍✹✿ ❚❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ♣❧❛❝❡❜♦ t❡st ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ T0✱ N ❛♥❞ δ✳
✼
✸✳✷ ❘❡s✉❧ts
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❜✐❛s ❛♥❞ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ❡st✐♠❛t♦r✳



































































































































































































❚❤❡ ✜rst ♥✉♠❜❡r ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❜✐❛s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♥✉♠❜❡r ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❘▼❙❊✳ ✏▲♦✇✑ r❡❢❡rs t♦ ❛ ✏❧♦✇✑ ❡rr♦r
✈❛r✐❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ♦♥❡ ✭var(σǫit) = 1✮✳ ❚❤❡ ✏❤✐❣❤✑ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛♥ ❡rr♦r ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❢♦✉r ✭var(σǫit) = 4✮✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣❡t✐t✐♦♥s ✇❛s ❝❤♦s❡♥
t♦ ❜❡ ✺✵✵ ❛♥❞ t❤❡ ❜✐❛s ❛♥❞ ❘▼❙❊ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ✶✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ T0 = T/2✳
✽
❘❡s✉❧ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ✉♥❜✐❛s❡❞♥❡ss ❛♥❞ ❘▼❙❊
❯♥❜✐❛s❡❞♥❡ss




ˆTE(r, t)−TE(r, t)) ✇❤✐❝❤
♠❛② ❜❡ ❥✉st✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡rs✳ ❋✉rt❤❡r ✐❢ ♥♦t ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ✏❜✐❛s✑ r❡❢❡rs t♦




Biast✮✳ ❋♦r ❞❡t❛✐❧s t❤❡ r❡❛❞❡r ♠❛② ❝♦♥s✉❧t
t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ✶✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✺✵✵ r❡♣❡t✐t✐♦♥s tr❛❞❡s ♦✛ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞
❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ✶✷✵ s❡t✉♣s✳ ❖♥❡ r♦❜✉st♥❡ss ❝❤❡❝❦ ✇✐t❤ ✷✵✵✵ r❡♣❡t✐t✐♦♥s ②✐❡❧❞❡❞ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r
r❡s✉❧ts ❛s t❤❡ ♦♥❡s ✇✐t❤ ✺✵✵ r❡♣❡t✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ✉♥❜✐❛s❡❞♥❡ss ❛r❡ ❧✐st❡❞ ❜❡❧♦✇✳
• ❚❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ❡st✐♠❛t♦r ❛♣♣❡❛rs ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✉♥❜✐❛s❡❞ ❢♦r ❛❧❧ (T0, N, δ, σ) ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s
✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ♥♦♥✲❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳
• ❋♦r t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❡r❡ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❛ s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡ ❜✐❛s✱ ✇❤✐❝❤
✐s s♠❛❧❧ ✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♥♦t ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡
♠♦st ❡①tr❡♠❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❜✐❛s ♦❢ ✲✵✳✺✺ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✻✪ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t✳✻
❆ r♦❜✉st♥❡ss ❝❤❡❝❦ ❢♦r t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❆❉▲❳ s❡t✉♣ ✇✐t❤ T = 16✱ N = 16✱
δ = 5 ❛♥❞ ❧♦✇ ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✷✵✵✵ r❡♣❡t✐t✐♦♥s ②✐❡❧❞❡❞ ❛ ❜✐❛s ♦❢ ✲✵✳✻✶✱ ✇❤✐❝❤
s✉♣♣♦rts t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ R = 500 r❡s✉❧ts✳
• ❋♦r t❤❡ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❡ ❜✐❛s s❡❡♠s t♦ ❜❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧✳ ❚❤❡ ♠♦st
❡①tr❡♠❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❜✐❛s ✐s ✸✳✸✾ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✶✺✪ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t✳ ■♥ t❤❡
❚❂✽✱ ◆❂✽✱ δ = 5 s❡tt✐♥❣ t❤❡ ❜✐❛s ♦❢ ✷✳✻✽ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✷✶✪ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t✳✼
❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s s♦♠❡ s♣✉r✐♦✉s♥❡ss ✐♥ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✈❡r② ❝♦♠♠♦♥ ✜♥❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡
❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉♥✐t r♦♦t ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ❞❡s❡r✈❡s ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳
• ❘❡s✉❧ts ♥♦t ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❚❂✶✻✱ ◆❂✶✻✱ δ = 5 s❡t✉♣s ❞♦ ♥♦t ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛ ❝❧❡❛r ♣❛tt❡r♥
♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❛s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r ♦♥❡ ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❜✐❛s ❛t T0 + 1, T0 +
2, ..., T ✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s s✐♠✐❧❛r❧② ✭✉♥✮❜✐❛s❡❞ s❤♦rt❧② ❛❢t❡r tr❡❛t♠❡♥t ❛♥❞
❢✉rt❤❡r ❛♣❛rt✳ ❚❤✐s ✐s ❤♦✇❡✈❡r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s❡t✉♣✱ ✇✐t❤ ♥♦ ❝♦♥❢♦✉♥❞✐♥❣
❢✉rt❤❡r tr❡❛t♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❣r♦✉♣ ♦r t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧✳ ■♥ r❡❛❧✐t② ❤♦✇❡✈❡r
t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❢✉rt❤❡r tr❡❛t♠❡♥ts ❛✛❡❝t✐♥❣ ♦✉t❝♦♠❡s ✐♥❝r❡❛s❡s ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❘▼❙❊ ✐s
❤♦✇❡✈❡r ❤✐❣❤❡r ✐♥ ♣❡r✐♦❞s ❢✉rt❤❡r ❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ tr❡❛t♠❡♥t✳
❍②♣♦t❤❡s✐s ✶✱ t❤❡ ✉♥❜✐❛s❡❞♥❡ss ❛❝r♦ss ❛❧❧ s❡t✉♣s✱ s❡❡♠s t♦ ❤♦❧❞ ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ st❛t✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ✐s
str♦♥❣❧② r❡❥❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉♥✐t r♦♦t ❝❛s❡✳
✻❚❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛♥❞ ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦r❡✲
❣r❡ss✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ✵✳✺✳ ❚❤❡ ❚❂✶✻✱ δ = 5 s❡tt✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ♦❢ ✽✳✼✺✳
✼❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ s❡t✉♣ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② δ (T−T0)·(T−T0+1)2·(T−T0) ✳
✾
❘♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r
●✐✈❡♥ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ✉♥❜✐❛s❡❞ t❤❡ ❘▼❙❊ ♣r♦✈✐❞❡s ✐ts st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ●✐✈❡♥
❜✐❛s t❤❡ ❘▼❙❊ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❛s ❛ ♣❡♥❛❧t② t❡r♠ ✇❤✐❝❤ ❡q✉❛❧❧② ✇❡✐❣❤s t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❜✐❛s ❛♥❞ t❤❡
✈❛r✐❛♥❝❡✳ ●❡♥❡r❛❧❧② t❤❡ ❘▼❙❊ ✐s s❡❡♥ ❛s ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ♦✈❡r❛❧❧ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ✭❤✐❣❤ ❘▼❙❊ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❜❛❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✮✳ ❋✉rt❤❡r ✐❢ ♥♦t ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ✏❘▼❙❊✑
r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❘▼❙❊ ✭❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♣❡r✐♦❞ ✲ s❡❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ✶✮✳
❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ σ ❛♥❞ N ♦♥ RMSE
• σ ↑→ RMSE ↑: ❚❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ♦✈❡r❛❧❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ✐❞✐♦s②♥✲
❝r❛t✐❝ s❤♦❝❦s✱ ❛❝r♦ss ❛❧❧ s❡t✉♣s✳
• N ↑→ RMSE ↓✿ ❊①❝❡♣t ✐♥ t✇♦ ❝❛s❡s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ♥♦♥✲❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s✐③❡
♦❢ t❤❡ ❞♦♥♦r ♣♦♦❧ N ✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ✐♥t✉✐t✐✈❡✱ s✐♥❝❡ ❤✐❣❤❡r N ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ t❤❛t
t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❣r♦✉♣s ♣r❡✲tr❡❛t♠❡♥t ♦✉t❝♦♠❡s ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ t❤❡ ❞♦♥♦r ♣♦♦❧s
♣r❡✲tr❡❛t♠❡♥t ♣❡r✐♦❞s ♦✉t❝♦♠❡s ✭P (y1 ∈ Co({y2, ..., yN})) ✇✐t❤ yi = [yi1, ..., yiT0 ]
′ ✐s ✇❡❛❦❧②
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ N✮✳
❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ T ❛♥❞ T0 ♦♥ RMSE
• T ↑→ RMSE ↓ ✭◆♦♥✲❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧s✮✿ ❋♦r t❤❡ ♥♦♥✲❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❘▼❙❊
✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ T ✳
• T ↑→ RMSE ↑ ✭❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧s✮✿ ❋♦r t❤❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❘▼❙❊ ✐s ❣❡♥❡r✲
❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ T ✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉●P✱ ✐❢ T ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r❡✲tr❡❛t♠❡♥t ♣❡r✐♦❞
❛♥❞ t❤❡ ♣♦st tr❡❛t♠❡♥t ♣❡r✐♦❞ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ■❢ T0 ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ❤❛s ♠♦r❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
t♦ ✜t t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥✈❡① ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✳ ❚❤✐s s❤♦✉❧❞
❧❡❛❞ t♦ ❛ ❧♦✇❡r ❘▼❙❊✳ ❇✉t ✐❢ t❤❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r α1 ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠
∑N
i=2 wiαi
❡rr♦rs t❡♥❞ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ tr✉❡ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t
❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❘▼❙❊✳
• T0 ↑,T̄ → RMSE✿ ❚♦ ✐s♦❧❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s♦❧❡❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ T0 ■ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❘▼❙❊ ♦❢ t❤❡
❡st✐♠❛t♦r ❛t T0 + 1 ❢♦r ❛❧❧ N = 16✱ σ = 1✱ δ = 5 s❡t✉♣s ✈❛r②✐♥❣ T0 ∈ {4, 8}✳ ❯♥❡①♣❡❝t✲
❡❞❧② t❤❡ r❡s✉❧ts ❞✐✈✐❞❡ ❛❣❛✐♥ ✐♥t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳
❋♦r t❤❡ ♥♦♥✲❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛ ❧❛r❣❡r ♣r❡✲tr❡❛t♠❡♥t ♣❡r✐♦❞ ✭❛s ❛❧✇❛②s ❧♦❝❛❧✱ ❣✐✈❡♥
❛ s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡ s❡tt✐♥❣✮ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ❘▼❙❊✳ ❋♦r t❤❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧s s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ❛
❧♦❝❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ❢r♦♠ T0 = 4 t♦ T0 = 8 ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ❘▼❙❊ ✭❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ❝❛s❡ t❤❡
✐♥❝r❡❛s❡ ✐s ♠♦r❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧✮✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s✳ ❋✐rst t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r
♠❛② ❜❡❤❛✈❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧②✱ ♠♦r❡ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ♠❛② s✉s♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❘▼❙❊
✐s ♦♥❧② ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ T0 ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❧♦✇❡r r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦rs✳ ❙❡❝♦♥❞✱
✶✵
❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛❜♦✈❡ s✐♥❝❡ P (y1 ∈ Co({y2, ..., yN})) ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ T0 t❤✐s ❡✛❡❝t ♠❛② ❞♦♠✐♥❛t❡
t❤❡ ❣❛✐♥ ✐♥ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ r❡s✉❧t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❜② ❝❤❛♥❝❡ ❛♥❞ ❞❡s❡r✈❡s ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳
❋✉rt❤❡r r❡s✉❧ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ RMSE
• ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❘▼❙❊ ♦✈❡r T0 + 1, ..., T ✿ ❘❡s✉❧ts ♥♦t ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ T = 16✱ N = 16✱
δ = 5 s❡t✉♣s s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧s t❤❡ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r ✐s ✈❡r②
s✐♠✐❧❛r ❛❝r♦ss t✐♠❡ (RMSET0+1 ≈ ... ≈ RMSET )✳ ❋♦r t❤❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧s t❤❡ r♦♦t
♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r ✐s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❛♥❞ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦✈❡r t✐♠❡ ✭❢♦r t❤❡ st❛t✐♦♥❛r②
♠♦❞❡❧ t❤❡ ❘▼❙❊ ✐s r♦✉❣❤❧② ✺✵✪ ❤✐❣❤❡r ✐♥ T t❤❛♥ ✐♥ T0 + 1 ✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r②
♠♦❞❡❧ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐s r♦✉❣❤❧② ❜❡t✇❡❡♥ ✺✵✪ ✭❧♦✇ ✈❛r✐❛♥❝❡✮ ❛♥❞ ✾✵✪ ✭❤✐❣❤ ✈❛r✐❛♥❝❡✮✳
• ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛❝r♦ss ❉●Ps✿ ❆ s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛❝r♦ss ❉●Ps ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r
♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r ✐♥ t❤❡ ❉✐✛❡r❡♥❝❡✲✐♥✲❉✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ s❡t✉♣ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠
❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠♦❞❡❧✳ ❋♦r t❤❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❘▼❙❊ ❛r❡ ❤✐❣❤❡st✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❤♦✇❡✈❡r ❜❡
❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡①❛❝t ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✲❣❡♥❡r❛t✐♥❣
♣r♦❝❡ss✳ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❞❡❡♣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❝❤ ❞r✐✈❡ t❤❡ ❘▼❙❊ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ❜✉t ✐s ♥♦t
❛tt❡♠♣t❡❞✳
❚❤❡ ❥♦✐♥t ❤②♣♦t❤❡s✐s ✷✱ t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ❘▼❙❊ ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ T0 ❛♥❞ N ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥
t❤❡ ❡rr♦r ✈❛r✐❛♥❝❡✱ s❡❡♠s ♦♥❧② ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦rr❡❝t✳ ❚❤❡ ❘▼❙❊ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡rr♦r ✈❛r✐❛♥❝❡
❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♥♦r ♣♦♦❧ ❢♦r ❛❧❧ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❋♦r st❛t✐❝ ♠♦❞❡❧s t❤❡
❘▼❙❊ ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲tr❡❛t♠❡♥t ♣❡r✐♦❞✱ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r t❤❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡
♠♦❞❡❧s t❤❡ ❘▼❙❊ s❡❡♠s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ✭❛t ❧❡❛st ❧♦❝❛❧❧②✮✳
✶✶
❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣❧❛❝❡❜♦ t❡st
❚❛❜❧❡ ✷✿ ❙✐③❡ ❛♥❞ P♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ♣❧❛❝❡❜♦ t❡st✳ δ ∈ {0, 0.5, 5}
❉●P ❭ ❙❤❛r❡ ✭❘❛♥❦ ≤ 18 ·N✮ ❚❂✽✱ ◆❂✽ ❚❂✽✱ ◆❂✶✻ ❚❂✶✻✱ ◆❂✽ ❚❂✶✻✱ ◆❂✶✻
❉✐✛❡r❡♥❝❡s✲✐♥✲❉✐✛❡r❡♥❝❡s❀ ❧♦✇ ✭✵✳✶✷✱✵✳✶✸✱✵✳✸✼✮ ✭✵✳✶✸✱✵✳✶✸✱✵✳✶✾✮ ✭✵✳✶✹✱✵✳✶✻✱✵✳✽✾✮ ✭✵✳✶✷✱✵✳✶✸✱✵✳✾✷✮
❉✐✛❡r❡♥❝❡s✲✐♥✲❉✐✛❡r❡♥❝❡s❀ ❤✐❣❤ ✭✵✳✶✷✱✵✳✶✹✱✵✳✷✹✮ ✭✵✳✶✹✱✵✳✶✸✱✵✳✶✼✮ ✭✵✳✶✷✱✵✳✶✸✱✵✳✻✹✮ ✭✵✳✶✸✱✵✳✶✷✱✵✳✻✷✮
❙t❛t✐♦♥❛r② ❤❡t✳ ❆❉▲❳❀ ❧♦✇ ✭✵✳✶✸✱✵✳✶✸✱✵✳✵✹✮ ✭✵✳✶✻✱✵✳✶✶✱✵✳✵✶✮ ✭✵✳✶✷✱✵✳✶✺✱✵✳✹✻✮ ✭✵✳✶✸✱✵✳✶✹✱✵✳✸✼✮
❙t❛t✐♦♥❛r② ❤❡t✳ ❆❉▲❳❀ ❤✐❣❤ ✭✵✳✶✺✱✵✳✶✺✱✵✳✶✷✮ ✭✵✳✶✸✱✵✳✶✹✱✵✳✵✹✮ ✭✵✳✶✸✱✵✳✶✸✱✵✳✹✻✮ ✭✵✳✶✹✱✵✳✶✹✱✵✳✸✼✮
◆♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ❤❡t✳ ❆❉▲❳❀ ❧♦✇ ✭✵✳✶✻✱✵✳✶✺✱✵✳✵✽✮ ✭✵✳✶✺✱✵✳✶✷✱✵✳✵✵✮ ✭✵✳✶✷✱✵✳✶✼✱✵✳✻✾✮ ✭✵✳✶✶✱✵✳✶✽✱✵✳✼✷✮
◆♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ❤❡t✳ ❆❉▲❳❀ ❤✐❣❤ ✭✵✳✶✹✱✵✳✶✺✱✵✳✶✺✮ ✭✵✳✶✸✱✵✳✶✸✱✵✳✵✺✮ ✭✵✳✶✸✱✵✳✶✼✱✵✳✻✻✮ ✭✵✳✶✶✱✵✳✶✻✱✵✳✼✺✮
❘❛♥❞♦♠ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠♦❞❡❧❀ ❧♦✇ ✭✵✳✶✸✱✵✳✶✸✱✵✳✷✹✮ ✭✵✳✶✷✱✵✳✶✶✱✵✳✷✶✮ ✭✵✳✶✷✱✵✳✶✹✱✵✳✺✻✮ ✭✵✳✶✹✱✵✳✶✸✱✵✳✺✶✮
❘❛♥❞♦♠ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠♦❞❡❧❀ ❤✐❣❤ ✭✵✳✶✵✱✵✳✶✸✱✵✳✷✸✮ ✭✵✳✶✷✱✵✳✶✷✱✵✳✶✺✮ ✭✵✳✶✸✱✵✳✶✹✱✵✳✺✷✮ ✭✵✳✵✾✱✵✳✶✸✱✵✳✹✻✮
❲❤✐t❡ ♥♦✐s❡❀ ❧♦✇ ✭✵✳✶✺✱✵✳✶✺✱✵✳✹✶✮ ✭✵✳✶✷✱✵✳✶✹✱✵✳✷✵✮ ✭✵✳✶✸✱✵✳✶✺✱✵✳✾✶✮ ✭✵✳✶✶✱✵✳✶✺✱✵✳✾✷✮
❲❤✐t❡ ♥♦✐s❡❀ ❤✐❣❤ ✭✵✳✶✷✱✵✳✶✸✱✵✳✷✺✮ ✭✵✳✶✷✱✵✳✶✵✱✵✳✶✾✮ ✭✵✳✶✷✱✵✳✶✺✱✵✳✻✻✮ ✭✵✳✶✶✱✵✳✶✸✱✵✳✻✹✮
❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♥✉♠❜❡r ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ tr❡❛t❡❞ ✉♥✐t
✐s r❛♥❦❡❞ ✜rst ✭◆❂✽✮ ♦r ✜rst ♦r s❡❝♦♥❞ ✭◆❂✶✻✮ ✭✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♦r s❡❝♦♥❞ ❤✐❣❤❡st ♣♦st✲ t♦ ♣r❡✲❘▼❙❊ r❛t✐♦✮✳
❚❤❡ ✜rst ♥✉♠❜❡r r❡❢❡rs t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♥♦ tr❡❛t♠❡♥t s❡tt✐♥❣ ✭δ❂✵✮ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛♥ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡
❛❝t✉❛❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛❝❡❜♦ t❡st✳ ◆✉♠❜❡r t✇♦ ❛♥❞ t❤r❡❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ t❡st ❢♦r ♠❡❞✐✉♠ s✐③❡❞ ✭δ❂✵✳✺✮ ❛♥❞
str♦♥❣ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝ts ✭δ❂✺✮✳ ✏▲♦✇✑ r❡❢❡rs t♦ ❛ ✏❧♦✇✑ ❡rr♦r ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ♦♥❡ ✭✈❛r✭σǫit✮❂✶✮✳
✏❍✐❣❤✑ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ❡rr♦r ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❢♦✉r ✭✈❛r✭σǫit✮❂✹✮✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣❡t✐t✐♦♥s ✇❛s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ✺✵✵✳ ❚❤❡ r❛♥❦
❢♦r♠✉❧❛ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ✶ ❛♥❞ T0❂❚✴✷ ✳
❙✐③❡✿ ■♥ ❛❧❧ s❡t✉♣s t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ s✐③❡ ✐s 1
8
= 0.125✳ ❚❤❡ ✜rst ♥✉♠❜❡r ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧s ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❡t✉♣ ✇✐t❤ tr✉❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s✿ H0 : TEt = 0 ∀t > T0✳ ●❡♥❡r❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣ t❤❡
❛❝t✉❛❧ s✐③❡ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ s✐③❡ ❢♦r ♠♦st s❡t✉♣s✱ ✇❤✐❝❤ s✉♣♣♦rts ❤②♣♦t❤❡s✐s ✸✳ ◆♦
❝❧❡❛r ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ s❧✐❣❤t s✐③❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ✐♥ s♦♠❡ s❡t✉♣s ✐s ❛♣♣❛r❡♥t✳
P♦✇❡r✿ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ ♥✉♠❜❡r ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ s❡t✉♣s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s tr✉❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♥✉♠❜❡r r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇✐t❤ δ❂✵✳✺✱ t❤❡ t❤✐r❞ ♥✉♠❜❡r
t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇✐t❤ δ❂✺. ❋♦r ❛ s♠❛❧❧ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ✭δ❂✵✳✺✮ t❤❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ r❛t❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡
t♦ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ s✐③❡✳ ❚♦ ♣✉t t❤✐s ✐♥t♦ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♥♦t❡ t❤❛t s✐♠✉❧❛t❡❞ t✲t❡sts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❛st
sq✉❛r❡s ❞✉♠♠② ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t♦r ✭▲❙❉❱✮ ✇✐t❤ ❝♦♠♠♦♥ t✐♠❡ ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❚❂✽✱ ◆❂✽✱ δ❂✵✳✺
❉✐✛❡r❡♥❝❡s✲✐♥✲❉✐✛❡r❡♥❝❡s s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❡rr♦r ✈❛r✐❛♥❝❡ r❡❥❡❝t t❤❡ ♥✉❧❧✲❤②♣♦t❤❡s✐s ✐♥ ♦♥❧② ✶✵✪
♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s✱ ❣✐✈❡♥ ♥♦♠✐♥❛❧ s✐③❡ ♦❢ ✶✷✳✺✪ ✭❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡❂✶✳✺✸✺✮✳ ❋♦r t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❛
❲❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❉●P✱ t❤❡ t✲t❡st ❜❛s❡❞ ♦♥ s✐♠♣❧❡ ♣♦♦❧❡❞ ❖▲❙ r❡❣r❡ss✐♦♥s r❡❥❡❝ts ✐♥ ✶✽✪ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s✳
❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♣❧❛❝❡❜♦ t❡st ❞♦❡s ♣❡r❢♦r♠ s✐♠✐❧❛r❧② ❜❛❞ ❛s r❡❣r❡ss✐♦♥ ❜❛s❡❞ t✲t❡sts ❢♦r s♠❛❧❧
s❛♠♣❧❡s ✭◆·❚❂✻✹✮ ❛♥❞ s♠❛❧❧ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝ts✳ ❋♦r ❛ ❤✐❣❤ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ✭δ❂✺ ✮ ❛♥❞ ❚❂✶✻✱ t❤❡
♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ t❡st r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ❧♦✇ ✭✳✸✼✮ t♦ ❤✐❣❤ ✭✳✾✷✮✳ ❆❣❛✐♥ t♦ ♣✉t t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥t♦ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❖▲❙
❜❛s❡❞ t✲t❡sts ✐♥ t❤❡ ❚❂✶✻✱ ◆❂✶✻✱ δ = 5 ❲❤✐t❡ ♥♦✐s❡ s❡tt✐♥❣ ✇❡r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ r❛t❡ ✇❛s
✶✷
✶✵✵✪ ❣✐✈❡♥ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶✳✺✸✺ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t✲t❡sts ❢♦r
t❤❡ ❉✐✛❡r❡♥❝❡s✲✐♥✲❉✐✛❡r❡♥❝❡s ❉●P ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ▲❙❉❱ ❡st✐♠❛t♦r ♣r♦❞✉❝❡❞ r❡❥❡❝t✐♦♥ r❛t❡s ❝❧♦s❡ t♦
♦♥❡✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♣❧❛❝❡❜♦ t❡st ♣❡r❢♦r♠s ✇♦rs❡ t❤❛♥ ❛ t✲t❡st ❢♦r ❤✐❣❤ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝ts
❛♥❞ ♠❡❞✐✉♠ s✐③❡❞ s❛♠♣❧❡s ✭◆·❚❂✷✺✻✮✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♣♦✇❡r ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss
✐s ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss ♠❛② ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦r❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✉♣✇❛r❞
❜✐❛s ♦❢ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ❡st✐♠❛t♦r ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② s❡t✉♣✳ ❋♦r ❛ ❤✐❣❤ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ❛♥❞
❚❂✽ t❤❡ ♣♦✇❡r r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✈❡r② ❧♦✇ t♦ ♠❡❞✐✉♠✳ ❋♦r t❤❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❚❂✽✱ ◆❂✶✻
r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛❣❛✐♥ ♣✉③③❧✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ t❡st ❤❛s ✈✐rt✉❛❧❧② ♥♦ ♣♦✇❡r✳✽ ❍②♣♦t❤❡s✐s ✹✱ t❤❛t t❤❡
♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ♣❧❛❝❡❜♦ t❡st ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ T0✱ N ❛♥❞ δ✱ s❡❡♠s ♦♥❧② ♣❛rt✐❛❧❧② tr✉❡✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r ✐s
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ T0 ❛♥❞ δ✱ ❜✉t ✐s ♥♦t ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ N ✳
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ st✉❞②
❆ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣r♦♠✐s✐♥❣ r❡s✉❧t ✐s t❤❡ ✉♥❜✐❛s❡❞♥❡ss ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧
❜✐❛s ✐♥ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ r❡s❡❛r❝❤❡rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛✇❛r❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜✲
st❛♥t✐❛❧ ❘▼❙❊s✳ ❚❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡s t♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧✐③❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛❜♦✉t t❤❡
❡st✐♠❛t❡s ✐s ♦♥❧② ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❧❛❝❡❜♦ t❡st✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❣♦♦❞ s✐③❡ ❛♥❞
♠❡❞✐♦❝r❡ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ❚❂✶✻✳ ❋♦r ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss❡s ✭♠♦r❡ ❡①❛❝t❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
✉♥✐t r♦♦ts✮ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✇♦rs❡✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❜✐❛s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❘▼❙❊ ❤✐❣❤✳ ❆s
❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ r❡s❡❛r❝❤❡rs ♠❛② ❛♣♣❧② ♣❛♥❡❧ ✉♥✐t r♦♦t t❡sts ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ■♠✱
P❡s❛r❛♥ ❛♥❞ ❙❤✐♥ ✭✷✵✵✸✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❙t❛t❛✱ ♦r t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ P❡s❛r❛♥ ✭✷✵✵✼✮ t♦
r❡❝❡✐✈❡ ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐t r♦♦t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ t❡sts
❢♦r ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ (αi ≈ 0.9) ❛r❡ ✇❡❛❦ ✐♥ s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡s ✭❚❂✶✵✱ ◆❂✶✵✮
❛♥❞ t❤❡ t❡st ♠❛② ❜❡ ♥♦♥✲✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡✳✾ ❆❝q✉✐r✐♥❣ ♥♦♥✲s❛♠♣❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ♦❢t❡♥
✉s❡❢✉❧✱ ❜✉t ♠❛② ❜❡ ❤❛r❞ t♦ ❝♦♠❡ ❜②✳✶✵
❆❢t❡r ✜♥❞✐♥❣ t❤❛t ✉♥✐t r♦♦ts ♣♦s❡ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ❡st✐♠❛t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
♦t❤❡r✇✐s❡ ❛t ♠♦st s❧✐❣❤t❧② ❜✐❛s❡❞✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❛♣♣❧② ♣❛♥❡❧ ✉♥✐t r♦♦t
t❡sts ❛♥❞ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♦✉ts♦✉r❝✐♥❣ ♣r♦❜❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛r♦❧❡
s❡r✈✐❝❡s ♦♥ r❡✈♦❦❡ r❛t❡s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤❡ ❧♦✇ ♣♦✇❡r r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ st✉❞② ✐♥❞✐❝❛t❡
t❤❛t ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❡①♣❡❝t t❤❡ ♣❧❛❝❡❜♦ t❡st t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛♥ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♣r✐✈❛t✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡✈♦❦❡ r❛t❡s
✉♥❧❡ss t❤❡ ❡✛❡❝t ✐s ❧❛r❣❡✳
✽❋✉rt❤❡r✱ ❢♦r t❤❡s❡ s❡t✉♣s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ r❛♥❦s s❡❡♠s ❝❧♦s❡r t♦ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❛♥ t♦ ❛
✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦r ❧❡❢t s❦❡✇❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❢r❡q✉❡♥t❧② ❛♣♣❡❛r ❢♦r t❤❡ H0 ❛♥❞ δ❂✺ s❡t✉♣s✳
✾■ t❤❛♥❦ ▼❡❤❞✐ ❍♦✉ss❡✐♥❝❤♦✉❛❦ ❢♦r ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤✐s ♣♦✐♥t✳
✶✵●✐✈❡♥ ♦♥❡ ✐s ❝♦♥✈✐♥❝❡❞ ♦❢ t❤❡ ✭✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✮ ✉♥✐t r♦♦t ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♦r ❛tt❡♠♣ts ❛♥♦t❤❡r r♦❜✉st♥❡ss
❝❤❡❝❦ ❛❣❛✐♥st ✉♥✐t r♦♦ts✱ ❛ ❢✉rt❤❡r t❤♦✉❣❤t ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥❛❧♦❣✐③✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s♣✉r✐♦✉s r❡❣r❡ss✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s t❤❡
♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✜rst ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✲tr❡❛t♠❡♥t ♣❡r✐♦❞✱ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ t❤❡♥ ✉s❡ t❤♦s❡
✇❡✐❣❤ts t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝ts✳ ■❢ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ❡st✐♠❛t♦r
✐s ❝❧♦s❡ t♦ ❛♥ ✉♥r❡str✐❝t❡❞ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ❜✐❛s ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝✐♥❣ str❛t❡❣②✳ ■❢
t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✇♦✉❧❞ ❤♦✇❡✈❡r ❜❡ ❝♦✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉♥✐t r♦♦ts ■ ✇♦✉❧❞ ❣✉❡ss t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥❝✐♥❣
r❡♠♦✈❡s ✉s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ♣✐♥ ❞♦✇♥ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✇❡✐❣❤ts✳
✶✸
✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ r❡✈♦❦❡ r❛t❡s ❛❢t❡r ♦✉ts♦✉r❝✐♥❣ ♣r♦❜❛t✐♦♥ s❡r✲
✈✐❝❡s
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢❡❞❡r❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ♦✣❝❡ ❛r♦✉♥❞ ✶✹✻✱✵✵✵ ♣❡rs♦♥s ✐♥ ❲❡st✲●❡r♠❛♥② ✭✇✐t❤♦✉t ❍❛♠✲
❜✉r❣✮ ✇❡r❡ ♦♥ ♣❛r♦❧❡ ♦r ♣r♦❜❛t✐♦♥ ✐♥ ✷✵✶✶✳ ❆r♦✉♥❞ ✻✵✱✵✵✵ ♣r♦❜❛t✐♦♥s ♦r ♣❛r♦❧❡s ✇❡r❡ t❡r♠✐♥❛t❡❞✱
✇❤❡r❡♦❢ ✶✺✱✵✵✵ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛t✐♦♥s ♦r ♣❛r♦❧❡s ✇❡r❡ r❡✈♦❦❡❞ ❡✐t❤❡r ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ♥❡✇ ❝r✐♠❡s ♦r ♦t❤❡r
♠✐s❝♦♥❞✉❝t✳ ❖♥ ✵✶✴✵✶✴✷✵✵✼ ♦♥❡ ●❡r♠❛♥ st❛t❡ ✭❇❛❞❡♥✲❲✉❡rtt❡♠❜❡r❣✮ ❛❞♠✐♥✐st❡r❡❞ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥
❢r♦♠ ♣✉❜❧✐❝ t♦ ♣r✐✈❛t❡ ♣r♦❜❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛r♦❧❡ s❡r✈✐❝❡s✱ ❜② ♦✉ts♦✉r❝✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ r❡s♣♦♥s✐❜✐❧✐t② ❢♦r
t❤❡ s❡r✈✐❝❡ t♦ t❤❡ ◆❡✉st❛rt ❣●♠❜❍✳✶✶
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❧②✱ ♣r✐✈❛t❡ ♣r♦❜❛t✐♦♥ s❡r✈✐❝❡s ❛r❡ ♥♦t ✉♥❝♦♠♠♦♥✳ ❍❛r❞❧② s✉r♣r✐s✐♥❣ ✐s t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t ♣r✐✈❛t❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ♣r♦❜❛t✐♦♥ s❡r✈✐❝❡s ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❯❙ st❛t❡s✳ ❘❡❝❡♥t❧②
❊♥❣❧❛♥❞ ❛♥❞ ❲❛❧❡s ♦✉ts♦✉r❝❡❞ ♣r♦❜❛t✐♦♥ s❡r✈✐❝❡s ❛♥❞ r❡♦r❣❛♥✐③❡❞ ♣r♦❜❛t✐♦♥ ❢♦r ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ ❧♦✇
r✐s❦ ♦✛❡♥❞❡rs ❜② ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ✷✶ ❈♦♠♠✉♥✐t② ❘❡❤❛❜✐❧✐t❛t✐♦♥ ❈♦♠♣❛♥✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ s♦❧❞ ❜② t❤❡
st❛t❡ t♦ ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠s ❛♥❞ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ ♦♥ ❛ ♣❛②♠❡♥t ❜② r❡s✉❧ts ❜❛s✐s ✭▼✐♥✐str②
♦❢ ❏✉st✐❝❡ ❯❑ ✷✵✶✸❀ ❘♦❜✐♥s♦♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻✮✳ ❆ ✏♣r♦❝❧❛✐♠❡❞ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✭✐♥✈♦❧✈❡♠❡♥t ♦❢
t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✮ ✐s t♦ ❡♥❞ ✉♣ ✇✐t❤ s❡r✈✐❝❡s t❤❛t ✏✇♦r❦✑ ✐♥ r❡❞✉❝✐♥❣ r❡✲♦✛❡♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦♠♦t✐♥❣
r❡❤❛❜✐❧✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡s✐st❛♥❝❡✑ ✭❉❡❡r✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✹✱ ♣✳ ✷✸✺✮✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛✐♠s ❛t ❛♥s✇❡r✐♥❣ t❤❡
q✉❡st✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ♦✉ts♦✉r❝✐♥❣ ✐♥ ●❡r♠❛♥② r❡❞✉❝❡❞ ♣❛r♦❧❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ r❡❝✐❞✐✈✐s♠✳
❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣r✐✈❛t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐s♦♥s t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ♣r♦❜❛t✐♦♥
s❡r✈✐❝❡s s❡❡♠s ♥♦t ❛s ✈♦❧✉♠✐♥♦✉s✳ ❙♦♠❡ ✇♦r❦ ✐s ❞♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❥✉st✐❝❡ ✐❞❡♥t✐t✐❡s
✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♣r✐✈❛t✐③❛t✐♦♥ ✭❉❡❡r✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✹ ♦r ❘♦❜✐♥s♦♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻✮ ♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
♦❢ st❛♥❞❛r❞s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♣r✐✈❛t❡ ♣r♦❜❛t✐♦♥ s❡r✈✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ❯❙ ✭❙❝❤❧♦ss ❛♥❞ ❆❧❛r✐❞ ✷✵✵✼✮✳ ❙♦♠❡
❢✉rt❤❡r ❛rt✐❝❧❡s r❡❧❛t✐♥❣ t♦ ♣r✐✈❛t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❜❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ Pr♦❜❛t✐♦♥ ❏♦✉r♥❛❧
✭❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs ❚❡❛❣✉❡ ✷✵✶✶✮✳ ❊①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❉ö❧❧✐♥❣✱ ❊♥t♦r❢ ❛♥❞ ❍❡r♠❛♥♥ ✭✷✵✶✹✮✱
■ ❛♠ ♥♦t ❛✇❛r❡ ♦❢ ❛ s✐♠✐❧❛r q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♦✉ts♦✉r❝✐♥❣ ♣r♦❜❛t✐♦♥ s❡r✈✐❝❡s ♦♥
r❡✈♦❦❡ r❛t❡s✳✶✷
❆ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡ ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦❜❛t✐♦♥ ♦r ♣❛r♦❧❡
✇✐t❤♦✉t s✉❝❝❡ss t♦ t♦t❛❧ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❛ ②❡❛r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ r❡✈♦❦❡ r❛t❡✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛✲
t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡ ❧✐st❡❞ ❜❡❧♦✇ ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥ ❛♥❞ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❚❛❜❧❡
✸ ♣r♦✈✐❞❡s s✉♠♠❛r② st❛t✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❣r♦✉♣ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♥♦r ♣♦♦❧ ✐♥ t❤❡
②❡❛rs ✷✵✵✻ ❛♥❞ ✷✵✵✼✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❘❡❝❤ts♣✢❡❣❡st❛t✐st✐❦ ♦❢ t❤❡ ❢❡❞❡r❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ♦✣❝❡✳
✶✶❋r♦♠ ✵✶✴✵✶✴✷✵✵✺ t♦ ✸✶✴✶✷✴✷✵✵✻ t❤❡ ◆❡✉st❛rt ❣●♠❜❍ ✇❛s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♣❛r♦❧❡ ❛♥❞ ♣r♦❜❛t✐♦♥ s❡r✈✐❝❡s ✐♥
❙t✉tt❣❛rt ❛♥❞ ❚✉❡❜✐♥❣❡♥ ❛s ♣❛rt ♦❢ ❛ P✐❧♦t ♣r♦❥❡❝t✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❙t✉tt❣❛rt ❛♥❞ ❚✉❡❜✐♥❣❡♥
r❡♣r❡s❡♥t r♦✉❣❤❧② ✻✳✺✪ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❇❛❞❡♥ ❲✉❡rtt❡♠❜❡r❣✳
✶✷❆ ❞r❛❢t ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✐♥ ▼✐♥✐str② ♦❢ ❏✉st✐❝❡ ❇❛❞❡♥ ❲✉❡rtt❡♠❜❡r❣ ✭✷✵✶✹✮ ❛♥❞ ❉ö❧❧✐♥❣✱ ❊♥t♦r❢ ❛♥❞ ❍❡r♠❛♥♥
✭✷✵✶✹✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦r ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❙❧✐❣❤t❧② ♦✈❡rs✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡
s❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡♣♦rt t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ❡st✐♠❛t❡s ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r
r❡✈♦❦❡ r❛t❡s✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ◆❡✉st❛rt ❣●♠❜❍ ✭❤♦✇❡✈❡r ♥♦ ❞✐r❡❝t ❝❛✉s❛❧ ❝❧❛✐♠ ✐s ♠❛❞❡✮✳
✶✹
❚❛❜❧❡ ✸✿ ❘❡✈♦❦❡ ❘❛t❡s








❚♦t❛❧ r❡✈♦❦❡ r❛t❡ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r ❛❧❧
❝❧✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣❛r♦❧❡ ❛♥❞
♣r♦❜❛t✐♦♥ s❡r✈✐❝❡s
✵✳✶✾✻ ✵✳✶✼✾ ✵✳✷✹✸ ✵✳✷✸✾




t♦ t❤♦s❡ ❝♦♥✈✐❝t❡❞ ✉♥❞❡r
❣❡♥❡r❛❧ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❧❛✇
✵✳✷✷✸ ✵✳✷✵✻ ✵✳✷✽✵ ✵✳✷✼✵
❚♦t❛❧ r❡✈♦❦❡ r❛t❡ ❢♦r
❥✉✈❡♥✐❧❡ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❧❛✇
P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡ s♣❡❝✐✜❝
t♦ t❤♦s❡ ❝♦♥✈✐❝t❡❞ ✉♥❞❡r
❥✉✈❡♥✐❧❡ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❧❛✇
✵✳✶✸✹ ✵✳✶✶✺ ✵✳✶✺✾ ✵✳✶✻✷
❘❡✈♦❦❡ r❛t❡ ❜❛s❡❞




♦♥ ♥❡✇ ❝r✐♠❡s s♣❡❝✐✜❝ t♦
t❤♦s❡ ❝♦♥✈✐❝t❡❞ ✉♥❞❡r ❣❡♥❡r❛❧
❝r✐♠✐♥❛❧ ❧❛✇
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❘❡✈♦❦❡ r❛t❡ ❜❛s❡❞
♦♥ ♥❡✇ ❝r✐♠❡s ❢♦r
❥✉✈❡♥✐❧❡ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❧❛✇
P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡ ❜❛s❡❞
♦♥ ♥❡✇ ❝r✐♠❡s s♣❡❝✐✜❝ t♦
t❤♦s❡ ❝♦♥✈✐❝t❡❞ ✉♥❞❡r
❥✉✈❡♥✐❧❡ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❧❛✇
✵✳✵✾✷ ✵✳✵✽✹ ✵✳✶✵✺ ✵✳✶✵✸
❙♦✉r❝❡✿ ❖✇♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❘❡❝❤ts♣✢❡❣❡st❛t✐st✐❦✱ ❋❛❝❤s❡r✐❡ ✶✵ ❘❡✐❤❡ ✺ ✏❇❡✇ä❤r✉♥❣s❤✐❧❢❡✑ ✭✶✾✾✽✲
✷✵✶✶✮ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❢❡❞❡r❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ♦✣❝❡✳ Pr❡❝✐s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ✭✷✮✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❞❛t❛
♣r♦❜❧❡♠s ❛r✐s❡✳ ❋♦r s♦♠❡ st❛t❡s ♥♦ ❞❛t❛ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✭♠❛✐♥❧② ❊❛st ●❡r♠❛♥ st❛t❡s✮ ❛♥❞ ❢♦r s♦♠❡ st❛t❡s ❞❛t❛ ✐s ♣❛rt✐❛❧❧②
♠✐ss✐♥❣✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❞♦♥♦r ♣♦♦❧ ✐♥❝❧✉❞❡s✿ ❇❛✈❛r✐❛✱ ❇r❡♠❡♥✱ ❍❡ss❡✱ ▲♦✇❡r ❙❛①♦♥②✱ ◆♦rt❤r❤✐♥❡✲❲❡st♣❤❛❧✐❛✱
❘❤✐♥❡❧❛♥❞ P❛❧❛t✐♥❡✱ ❙❛❛r❧❛♥❞✱ ▼❡❝❦❧❡♥❜✉r❣✲❲❡st❡r♥ P♦♠❡r❛♥✐❛✳ ❉♦♥♦rs ❛✈✳ ✷✵✵✻ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥❛❧
❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡✈♦❦❡ r❛t❡ ✐♥ ✷✵✵✻ ❢♦r t❤❡ ❡✐❣❤t ❞♦♥♦r st❛t❡s✳
✹✳✶ ❘❡s✉❧ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ r❡✈♦❦❡ r❛t❡
❚♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ■ ✉s❡❞ t❤❡ ❙t❛t❛ s②♥t❤ ♣r♦❣r❛♠ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❍❛✐♥♠✉❡❧❧❡r ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t
s❡tt✐♥❣s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✲✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♦✉t❝♦♠❡s ❢r♦♠ ✶✾✾✽ t♦ ✷✵✵✻ ❛s ♣r❡❞✐❝t♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s✳✶✸ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞
❛❜♦✈❡ ✉s✐♥❣ ♣r❡✲✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♦✉t❝♦♠❡s ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡s
✐♥ tr❡❛t♠❡♥t ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣r❛♣❤ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝
❝♦♥tr♦❧ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧ r❡✈♦❦❡ r❛t❡✳
✶✸❚❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✇❛s ❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞ ❢r♦♠ ❤tt♣✿✴✴✇❡❜✳st❛♥❢♦r❞✳❡❞✉✴⑦❥❤❛✐♥✴s②♥t❤♣❛❣❡✳❤t♠❧ ♦♥ ✼t❤ ❙❡♣t✳ ✷✵✶✺✳
✶✺






















1995 2000 2005 2010
year
treated unit synthetic control unit
Source: Own calculations based on Rechtspflegestatistik, Fachserie 10 Reihe 5 Bewaehrungshilfe (1998−2011)
privatization
❚❤❡ ♣r❡✲tr❡❛t♠❡♥t ✜t ✐s ♠❡❞✐♦❝r❡✳ ❉✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❡❛t❡❞ ✉♥✐t ❛♥❞ ✐ts s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧
✐♥ t❤❡ ♣r❡✲tr❡❛t♠❡♥t ♣❡r✐♦❞ ❛r❡ ✉♣ t♦ t✇♦ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ❡st✐♠❛t❡s r❛♥❣❡
❢r♦♠ ✲✶ t♦ ✲✹✳✽ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✐♥ts✳ ■ts ♠❡❛♥ ✐s ✲✸✳✷✷ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✐♥ts ♣❡r ②❡❛r✳✶✹ ❋♦r ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐st
t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣ ❛s r♦✉❣❤❧② ♦♥❡ ✜❢t❤ ❍❡ss❡ ♦♥❡ ❢♦✉rt❤ ❙❛❛r❧❛♥❞ ❛♥❞
t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ❛s ▼❡❝❦❧❡♥❜✉r❣ ❲❡st❡r♥✲P♦♠♠❡r❛♥✐❛ ✐s r❛t❤❡r ♣✉③③❧✐♥❣✳✶✺ ❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣r♦s♣❡r✐t②
♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✐s ❞✐✈❡rs❡✱ ❜✉t ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♦t❤❡r ❞r✐✈✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ♦❢ t♦t❛❧ r❡✈♦❦❡ r❛t❡s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✳✶✻
❚♦ ❝❤❡❝❦ ❢♦r ✉♥✐t r♦♦ts ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ r❡✈♦❦❡ r❛t❡s t❤❡ ■♠✲P❡s❛r❛♥✲❙❤✐♥ t❡st ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❙t❛t❛✱
✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s s❧♦♣❡s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ■t r❡❥❡❝ts t❤❡ ♥✉❧❧ t❤❛t ❛❧❧ ♣❛♥❡❧s ❝♦♥t❛✐♥
✉♥✐t r♦♦ts ❥✉st ❛t t❤❡ ✶✵✪ ❧❡✈❡❧ ✭♣✲✈❛❧✉❡ ✾✳✷✸ ✪✮✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s s♦♠❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❛❣❛✐♥st
t❤❡ ✉♥✐t r♦♦t ♣r♦❜❧❡♠ ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s❡❝t✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t ■♠✱ P❡s❛r❛♥ ❛♥❞ ❙❤✐♥
✭✷✵✵✸✮ ❞❡♠♦♥str❛t❡s ❛ r❛t❤❡r ❧♦✇ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ t❡st ✐♥ ❛ ◆❂✶✵✱ ❚❂✶✵ s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤ αi = 0.9✱ t❤❡
♣✲✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵✳✵✾ ♠❛② ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r r❛t❤❡r ❧♦✇ ♣❡rs✐st❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ s✉♣♣♦rts t❤❡ ✉s❡ ♦❢
t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞✳
❘❡❛ss✐❣♥✐♥❣ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t t♦ ✷✵✵✸ ♦r ✷✵✵✺ ❞❡❧✐✈❡rs tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ❡st✐♠❛t❡s ✐♥ ✷✵✵✸ ♦r ✷✵✵✺
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦ ✭❢♦r ❞❡t❛✐❧s s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ✸✮ ❛♥❞ ❇❛❞❡♥✲❲✉❡rtt❡♠❜❡r❣ ❤❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤✐❣❤❡st
✶✹❯s✐♥❣ t❤❡ ▼❛t❧❛❜ ♠✲✜❧❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ♠❡❛♥ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ♦❢ ✲✵✳✵✸✶✾✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❡✈✐❞❡♥❝❡
t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥♦t ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡r✳
✶✺❯s✐♥❣ t❤❡ ▼❛t❧❛❜ ♠✲✜❧❡ ②✐❡❧❞s s✐♠✐❧❛r ✇❡✐❣❤ts✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❘❤✐♥❡❧❛♥❞ P❛❧❛t✐♥❡ ✇✐t❤ ❛ ✇❡✐❣❤t ♦❢
✷✳✻✪✳
✶✻❚❤❡ r❡✈♦❦❡ r❛t❡ ♦❢ ❇❛❞❡♥✲❲✉❡rtt❡♠❜❡r❣ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❢r❡q✉❡♥t❧② ♣❧❛❝✐♥❣
s❡❝♦♥❞ t♦ t❤✐r❞ ❧♦✇❡st✳ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧②✱ s✐♥❝❡ ✇❡✐❣❤ts ❢♦r t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣ ❛r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❬✵✱✶❪ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts
❢♦r ▼❡❝❦❧❡♥❜✉r❣ ❲❡st❡r♥✲P♦♠♠❡r❛♥✐❛ ❛♥❞ ❙❛❛r❧❛♥❞ ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡✐r ❧♦✇ r❡✈♦❦❡ r❛t❡s✳
✶✻
❘▼❙❊ r❛t✐♦ ✭✸✳✷✷✮✳ ❖♥❧② ❇r❡♠❡♥ ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r ❘▼❙❊ r❛t✐♦ ✭✸✳✹✽✮✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣✲✈❛❧✉❡
♦❢ ✷✴✾ ✭≈ 0.22✮ ✉♥❞❡r t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ♥♦ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t✳✶✼
❆ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧ r❡s✉❧ts ✐s t❤❛t ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧
r❡✈♦❦❡ r❛t❡ ❞✉❡ t♦ ♦✉ts♦✉r❝✐♥❣ ♣r♦❜❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛r♦❧❡ s❡r✈✐❝❡s ✐s q✉✐t❡ ✉♥❧✐❦❡❧②✳ ❋♦❝✉s✐♥❣ s♦❧❡❧② ♦♥
t❤❡ ♣♦✐♥t ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❞♦❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ r❡✈♦❦❡
r❛t❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❛❞✲❤♦❝ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❇❛✈❛r✐❛ ♦r ❲❡st✲●❡r♠❛♥② ✭❡①❝❧✉❞✐♥❣ ❇❛❞❡♥✲❲✉❡rtt❡♠❜❡r❣ ❛♥❞
❍❛♠❜✉r❣✮ ✐♥ ❉ö❧❧✐♥❣✱ ❊♥t♦r❢ ❛♥❞ ❍❡r♠❛♥♥ ✭✷✵✶✹✮ s✉❣❣❡sts s❧✐❣❤t ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ r❡✈♦❦❡ r❛t❡
❞✉❡ t♦ t❤❡ ♦✉ts♦✉r❝✐♥❣✳ ▼❡r❣✐♥❣ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ s✉❣❣❡sts t❤❛t str♦♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ r❡✈♦❦❡
r❛t❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♦✉ts♦✉r❝✐♥❣ s❡❡♠ r❛t❤❡r ✉♥❧✐❦❡❧② ✐♥ t❤❡ ❇❛❞❡♥✲❲✉❡rtt❡♠❜❡r❣ ✲ ◆❡✉st❛rt ❣●♠❜❍
❝❛s❡✳
✹✳✷ ❏✉✈❡♥✐❧❡✱ ❣❡♥❡r❛❧ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❧❛✇ ❛♥❞ ❝r✐♠❡ s♣❡❝✐✜❝ r❡s✉❧ts
❋✐❣✉r❡ ✷ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧ r❡✈♦❦❡ r❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝r✐♠✐♥❛❧
❧❛✇ ❛♥❞ t❤❡ r❡✈♦❦❡ r❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❧❛✇ ❞✉❡ t♦ ♥❡✇ ❝r✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛t✐♦♥❡r ✭❛♥❞
♣❛r♦❧❡❡✮ ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❤❛❧❢ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡✈♦❦❡ r❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❥✉✈❡♥✐❧❡ ❝r✐♠✐♥❛❧s ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r
❤❛❧❢✳
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1995 2000 2005 2010
year
treated unit synthetic control unit
Source: Own calculations based on Rechtspflegestatistik, Fachserie 10 Reihe 5 Bewaehrungshilfe (1998−2011)
✶✼■ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❡ ♣❧❛❝❡❜♦ t❡st ✐♥ ▼❛t❧❛❜✳
✶✼
❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣✱ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ✉♥✐t r♦♦ts ❛♥❞ t❤❡ ❘▼❙❊
r❛t✐♦ r❛♥❦ ✈❛r✐❡s ❛❝r♦ss r❡✈♦❦❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❛♥❞ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳
❚❛❜❧❡ ✹✿ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣✱ ✉♥✐t r♦♦ts ❛♥❞ ❘▼❙❊✲r❛t✐♦




❚♦t❛❧ r❡✈♦❦❡ r❛t❡ ❢♦r
t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝r✐♠✐♥❛❧
❧❛✇
❇r❡♠❡♥ ✷✪❀ ❍❡ss❡ ✹✻✪❀ ❙❛❛r❧❛♥❞ ✺✵✪ ✻✳✺✪ ✸
❘❡✈♦❦❡ r❛t❡ ❜❛s❡❞ ♦♥
♥❡✇ ❝r✐♠❡s ❢♦r t❤❡
❣❡♥❡r❛❧ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❧❛✇
❇❛✈❛r✐❛ ✷✺✪❀ ❍❡ss❡ ✷✽✪❀ ❙❛❛r❧❛♥❞ ✹✼✪ ✸✵✳✹✪ ✸
❚♦t❛❧ r❡✈♦❦❡ r❛t❡ ❢♦r
❥✉✈❡♥✐❧❡ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❧❛✇




❘❡✈♦❦❡ r❛t❡ ❜❛s❡❞ ♦♥
♥❡✇ ❝r✐♠❡s ❢♦r
❥✉✈❡♥✐❧❡ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❧❛✇
❇❛✈❛r✐❛ ✹✺✪❀ ❍❡ss❡ ✾✪❀ ❘❤✐♥❡❧❛♥❞✲P❛❧❛t✐♥❡
✷✶✪❀ ❙❛❛r❧❛♥❞ ✶✽✪❀ ▼❡❝❦❧❡♥❜✉r❣✲❲❡st❡r♥
P♦♠❡r❛♥✐❛ ✼✪
✸✹✳✽✪ ✻
❆❧❧ ❣r❛♣❤s ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ✭❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r t✐♠❡✮✱ ✇❤✐❝❤ s✉❣❣❡sts ❧♦✇❡r r❡✈♦❦❡
r❛t❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♦✉ts♦✉r❝✐♥❣ ♦❢ ♣r♦❜❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛r♦❧❡ s❡r✈✐❝❡s✳ ❚❤❡ ♣r❡✲tr❡❛t♠❡♥t ✜t s❡❡♠s ❛❝✲
❝❡♣t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❧❛✇ ❛♥❞ t❤❡ r❡✈♦❦❡ r❛t❡ ❞✉❡ t♦ ♥❡✇ ❝r✐♠❡s ❢♦r t❤♦s❡ ❝♦♥✈✐❝t❡❞
❛❢t❡r ❥✉✈❡♥✐❧❡ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❧❛✇✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ r❛♥❦s ✐♥❞✐❝❛t❡ ❤✐❣❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛❜♦✉t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡✈♦❦❡ r❛t❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ◆❡✉st❛rt ❣●♠❜❍✳ ❍♦✇❡✈❡r ❛s ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ▼♦♥t❡
❈❛r❧♦ s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❘▼❙❊ r❛t✐♦ ✏t❡st✑ ✐s r❛t❤❡r ❧♦✇ ❢♦r ♠❡❞✐✉♠ s✐③❡❞ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝ts✳
❋♦r t❤❡ r❡✈♦❦❡ r❛t❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥❡✇ ❝r✐♠❡s✱ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❛❣❛✐♥st ✉♥✐t r♦♦ts ✐s ✇❡❛❦ ❛♥❞ r❡s✉❧ts ♠❛② ❜❡
s♣✉r✐♦✉s✳ ❇✉t ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣✲✈❛❧✉❡s ♠❛② ♠❡r❡❧② r❡✢❡❝t ❛ ❧♦✇ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t r♦♦t t❡st✳
✶✽
✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♦r ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❜❛s❡❞ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧
❡st✐♠❛t♦r ❛r❡ s❝❛r❝❡ ❛♥❞ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❢❛❝t♦r ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s st❛t✐♦♥❛r② ❆❘ ♣r♦❝❡ss❡s✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❛♥❛❧②s✐s ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣
♣r♦❝❡ss❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠♦❞❡❧s ❛s ✇❡❧❧ ❛s st❛t✐♦♥❛r② ❛♥❞ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r②
❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❆❉▲❳ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝
❝♦♥tr♦❧ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ✉♥❜✐❛s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❋♦r st❛t✐♦♥❛r② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s
❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❡ ❜✐❛s ✐s s♠❛❧❧ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t✱ ❜✉t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉♥✐t r♦♦ts
♣♦s❡ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ❡st✐♠❛t♦r ❛♥❞ ✐♥❞✉❝❡ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❜✐❛s✳ ❖♥❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r②
r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♣♣❧✐❡❞ r❡s❡❛r❝❤❡rs ✐s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♣❛♥❡❧ ✉♥✐t r♦♦t t❡sts t♦ ❛ss❡ss t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ■t s❤♦✉❧❞ t❤♦✉❣❤ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t s✉❝❤ t❡sts ❢r❡q✉❡♥t❧② ❤❛✈❡ ❧♦✇
♣♦✇❡r ✐♥ s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡ s❡tt✐♥❣s✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❧❛❝❡❜♦ t❡st ❛r❡ ❣♦♦❞ ❛♥❞ t❤❡
♣♦✇❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♠❡❞✐♦❝r❡✳ ■❢ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝ts ❛r❡ r❛t❤❡r s♠❛❧❧ ✐♥ s✐③❡ ✐t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t
t❤❡ ♣❧❛❝❡❜♦ t❡st ✐s ✉♥❧✐❦❡❧② t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t✳
❆❢t❡r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ st✉❞② t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♦✉ts♦✉r❝✐♥❣ ♣r♦❜❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛r♦❧❡ s❡r✈✐❝❡s ✐♥ ●❡r♠❛♥② ♦♥ r❡✈♦❦❡ r❛t❡s✳
❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❡❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t t❤❡
♦✉ts♦✉r❝✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❤❡ r❡✈♦❦❡ r❛t❡s✳
❙❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤ q✉❡st✐♦♥s r❡♠❛✐♥ ✉♥❛♥s✇❡r❡❞✳ ❋✐rst✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✇❤❡t❤❡r
t❤❡ ♠✐♥♦r s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡ ❜✐❛s ❢♦r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s st❛t✐♦♥❛r② ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜②
t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❤✐❣❤❧② ♣❡rs✐st❡♥t s❡r✐❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❛
✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ ✭✵✱✶✮ t❤✐s ❝♦✉❧❞ ✐♥❞❡❡❞ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❢✉rt❤❡r r❡s❡❛r❝❤ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦
✜♥❞ ♦✉t ❤♦✇ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ❡st✐♠❛t♦r ❜❡❤❛✈❡s ✐❢ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛r❡ ❝♦✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢
❤❛✈✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉♥✐t r♦♦ts ❛♥❞ ❤♦✇ ✇❡❧❧ ❛ str❛t❡❣② ♦❢ ✜rst ❞✐✛❡r❡♥❝✐♥❣ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ❛♥❞ t❤❡♥
❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ❡st✐♠❛t♦r ✇♦r❦s✳ ❆♥❞ t❤✐r❞✱ ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ❤♦✇ ✇❡❧❧ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r
♣❡r❢♦r♠s ✐❢ r❡s❡❛r❝❤❡rs ♦♣t ❢♦r ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜② ✜rst ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ♣❛♥❡❧ ✉♥✐t r♦♦t t❡st ❛♥❞




❬✶❪ ❆❜❛❞✐❡✱ ❆✳ ✷✵✶✺✳ ❯s✐♥❣ ❙②♥t❤❡t✐❝ ❈♦♥tr♦❧s t♦ ❊✈❛❧✉❛t❡ ❛♥ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙tr❛t❡✲
❣✐❝ P♦s✐t✐♦♥✐♥❣ Pr♦❣r❛♠ ✐♥ ❯r✉❣✉❛②✿ ❋❡❛s✐❜✐❧✐t②✱ ❉❛t❛ ❘❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞✲
♦❧♦❣✐❝❛❧ ❆s♣❡❝ts✱ ❙t✉❞② ❝♦♠♠✐ss✐♦♥❡❞ ❜② t❤❡ ■♥t❡r✲❆♠❡r✐❝❛♥ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❇❛♥❦✳
❤tt♣✿✴✴✐❞❜❞♦❝s✳✐❛❞❜✳♦r❣✴✇s❞♦❝s✴❣❡t❞♦❝✉♠❡♥t✳❛s♣①❄❞♦❝♥✉♠❂✸✼✸✶✷✽✻✹✱ ❧❛st ❛❝❝❡ss❡❞
✶✶✴✵✶✴✷✵✶✻✳
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❋♦r♠✉❧❛ ✭✶✷✮ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ ✉♥✐t ✶ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❘▼❙P❊ ✐♥ t❤❡ ♣♦st✲tr❡❛t♠❡♥t ♣❡r✐♦❞
❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❘▼❙P❊ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✲tr❡❛t♠❡♥t ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs
♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ❞✐✛❡rs ❛❝r♦ss t❤❡ st❛t✐❝ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳
❚❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❞✉♠♠② ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ 1 × T ✈❡❝t♦r ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ T0 ③❡r♦s ❛♥❞ T − T0 ♦♥❡s
[0, ..., 0, 1, ..., 1]✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ✐♥❞✐❝❛t♦r ✐♥ t❤❡ ♣♦st tr❡❛t♠❡♥t ♣❡r✐♦❞ ❛s Dpost =
[1, ..., 1]✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❤♦✉❣❤t ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡❝❡✐✈✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥t ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣♦st✲
tr❡❛t♠❡♥t ♣❡r✐♦❞s✳ ❋♦r t❤❡ st❛t✐❝ ♠♦❞❡❧s ✭❉✐✛❡r❡♥❝❡s✲✐♥✲❉✐✛❡r❡♥❝❡s✱ r❛♥❞♦♠ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠♦❞❡❧✱
✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡✮ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ❣✐✈❡♥ ❜②
E(yi,t(D = [1, ..., 1])− yi,t(D = [0, ..., 0]) = δ ∀t ≥ T − T0. ✭✶✸✮
❋♦r t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧s t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✱ ❛s ✐t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t✐♠❡
❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿








✭✷✮ ❘❡✈♦❦❡ r❛t❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✉s❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❘❡❝❤ts♣✢❡❣❡st❛t✐st✐❦✱ ❋❛❝❤s❡r✐❡
✶✵ ❘❡✐❤❡ ✺ ✏❇❡✇ä❤r✉♥❣s❤✐❧❢❡✑ t❛❜❧❡ ✸✳✷✳ ❆❧❧ r❡✈♦❦❡ r❛t❡s ❛r❡ r❛t✐♦s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡rt❛✐♥
t❡r♠✐♥❛t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t s✉❝❝❡ss t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥s ✐♥ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❜❛s❡ ❝❛t❡❣♦r②✳ ❋♦r
✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ♣✉r♣♦s❡s s✉♣♣♦s❡ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t s✉❝❝❡ss ✭❛ ❛♥❞ ❜✮
❛♥❞ ♦♥❡ ❝❛t❡❣♦r② ✇❤✐❝❤ r❡✢❡❝ts t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❜❛s❡ ✭❝✮✱ t❤❡♥ t❤❡ r❡✈♦❦❡ r❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿ ❘❡✈♦❦❡ r❛t❡ ❂(#Terminationa+#Terminationb)/#Terminationsc✳
• ❚♦t❛❧ r❡✈♦❦❡ r❛t❡✿ ❚❤❡ t♦t❛❧ r❡✈♦❦❡ r❛t❡ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ❇❡❡♥✲
❞❡t❡ ❯♥t❡rst❡❧❧✉♥❣❡♥ ✉♥t❡r ❇❡✇ä❤r✉♥❣s❛✉❢s✐❝❤t ♥❛❝❤ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♠ ✉♥❞ ❏✉❣❡♥❞str❛❢r❡❝❤t ❞✉r❝❤
❲✐❞❡rr✉❢ ♥✉r ♦❞❡r ❛✉❝❤ ✇❡❣❡♥ ♥❡✉❡r ❙tr❛❢t❛t ♦❞❡r ❛✉s s♦♥st✐❣❡♥ ●rü♥❞❡♥ ❛♥❞ t❤❡ ❱❡r✲
❤ä♥❣✉♥❣ ❞❡r ❏✉❣❡♥❞str❛❢❡ ♥✉r ♦❞❡r ❛✉❝❤ ✇❡❣❡♥ ♥❡✉❡r ❙tr❛❢t❛t ♦❞❡r ❛✉s s♦♥st✐❣❡♥ ●rü♥❞❡♥
❞✐✈✐❞❡❞ ❜② ❇❡❡♥❞❡t❡ ❯♥t❡rst❡❧❧✉♥❣❡♥ ✐♥s❣❡s❛♠t✳
• ❚♦t❛❧ r❡✈♦❦❡ r❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❧❛✇✿ ❚❤❡ t♦t❛❧ r❡✈♦❦❡ r❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝r✐♠✐✲
♥❛❧ ❧❛✇ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿ ❇❡❡♥❞❡t❡ ❯♥t❡rst❡❧❧✉♥❣❡♥ ✉♥t❡r ❇❡✇ä❤r✉♥❣s❛✉❢s✐❝❤t ♥❛❝❤ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♠
❙tr❛❢r❡❝❤t ❞✉r❝❤ ❲✐❞❡rr✉❢ ♥✉r ♦❞❡r ❛✉❝❤ ✇❡❣❡♥ ♥❡✉❡r ❙tr❛❢t❛t ♦❞❡r ❛✉s s♦♥st✐❣❡♥ ●rü♥❞❡♥
❞✐✈✐❞❡❞ ❜② ❇❡❡♥❞❡t❡ ❯♥t❡rst❡❧❧✉♥❣❡♥ ♥❛❝❤ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♠ ❙tr❛❢r❡❝❤t✳
• ❚♦t❛❧ r❡✈♦❦❡ r❛t❡ ❢♦r ❥✉✈❡♥✐❧❡ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❧❛✇✿ ❚❤❡ t♦t❛❧ r❡✈♦❦❡ r❛t❡ ❢♦r ❥✉✈❡♥✐❧❡ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❧❛✇ ✐s
t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ❇❡❡♥❞❡t❡ ❯♥t❡rst❡❧❧✉♥❣❡♥ ✉♥t❡r ❇❡✇ä❤r✉♥❣s❛✉❢s✐❝❤t
♥❛❝❤ ❏✉❣❡♥❞str❛❢r❡❝❤t ❞✉r❝❤ ❲✐❞❡rr✉❢ ♥✉r ♦❞❡r ❛✉❝❤ ✇❡❣❡♥ ♥❡✉❡r ❙tr❛❢t❛t ♦❞❡r ❛✉s s♦♥st✐❣❡♥
●rü♥❞❡♥ ❛♥❞ t❤❡ ❱❡r❤ä♥❣✉♥❣ ❞❡r ❏✉❣❡♥❞str❛❢❡ ♥✉r ♦❞❡r ❛✉❝❤ ✇❡❣❡♥ ♥❡✉❡r ❙tr❛❢t❛t ♦❞❡r ❛✉s
s♦♥st✐❣❡♥ ●rü♥❞❡♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② ❇❡❡♥❞❡t❡ ❯♥t❡rst❡❧❧✉♥❣❡♥ ♥❛❝❤ ❏✉❣❡♥❞str❛❢r❡❝❤t✳
• ❘❡✈♦❦❡ r❛t❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥❡✇ ❝r✐♠❡s ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❧❛✇✿ ❚❤❡ r❡✈♦❦❡ r❛t❡ ❜❛s❡❞ ♦♥
♥❡✇ ❝r✐♠❡s ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❧❛✇ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿ ❇❡❡♥❞❡t❡ ❯♥t❡rst❡❧❧✉♥❣❡♥ ✉♥t❡r ❇❡✲
✇ä❤r✉♥❣s❛✉❢s✐❝❤t ♥❛❝❤ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♠ ❙tr❛❢r❡❝❤t ❞✉r❝❤ ❲✐❞❡rr✉❢ ♥✉r ♦❞❡r ❛✉❝❤ ✇❡❣❡♥ ♥❡✉❡r
❙tr❛❢t❛t ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② ❇❡❡♥❞❡t❡ ❯♥t❡rst❡❧❧✉♥❣❡♥ ♥❛❝❤ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♠ ❙tr❛❢r❡❝❤t✳
• ❘❡✈♦❦❡ r❛t❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥❡✇ ❝r✐♠❡s ❢♦r ❥✉✈❡♥✐❧❡ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❧❛✇✿ ❚❤❡ r❡✈♦❦❡ r❛t❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥❡✇
❝r✐♠❡s ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❧❛✇ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ❇❡❡♥❞❡t❡ ❯♥✲
t❡rst❡❧❧✉♥❣❡♥ ✉♥t❡r ❇❡✇ä❤r✉♥❣s❛✉❢s✐❝❤t ♥❛❝❤ ❏✉❣❡♥❞str❛❢r❡❝❤t ❞✉r❝❤ ❲✐❞❡rr✉❢ ♥✉r ♦❞❡r ❛✉❝❤
✇❡❣❡♥ ♥❡✉❡r ❙tr❛❢t❛t ❛♥❞ ❱❡r❤ä♥❣✉♥❣ ❞❡r ❏✉❣❡♥❞str❛❢❡ ♥✉r ♦❞❡r ❛✉❝❤ ✇❡❣❡♥ ♥❡✉❡r ❙tr❛❢t❛t
❞✐✈✐❞❡❞ ❜② ❇❡❡♥❞❡t❡ ❯♥t❡rst❡❧❧✉♥❣❡♥ ♥❛❝❤ ❏✉❣❡♥❞str❛❢r❡❝❤t✳
✷✸
✭✸✮ ❋✉rt❤❡r r♦❜✉st♥❡ss ❝❤❡❝❦s
❆s st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t t❤❡r❡ ❛♣♣❡❛rs ♥♦ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ✐♥ ✷✵✵✸ ♦r ✷✵✵✺ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡
✸✮✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❛s ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❛❣❛✐♥st s♣✉r✐♦✉s♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ tr❡❛t♠❡♥t ✐♥ ✷✵✵✼✳
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treated unit synthetic control unit
placebo privatization
Source: Own calculations based on Rechtspflegestatistik, Fachserie 10 Reihe 5 Bewaehrungshilfe (1998−2011)
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